Intégration
TECH L2 M/P/CUPGE
sciences 2025-2026

et techniques

Livret d’exercices

0 Calcul d’intégrales (révisions)

Exercice 1. Rappeler (ou rechercher) I’ensemble de définition et de dérivabilité des fonctions suivantes,
ainsi que I'expression de leur dérivée :

1. arcsin 2. arctan 3. argsh 4. argch

Exercice 2. Déterminer les primitives des fonctions suivantes sur chaque intervalle ou elles sont définies.
2

x __*
L fi)=1— 3. fl0)i= — 5. fsx)=——
2. folx):= {’/%_x’ nenN. 4. fa(x):= (1n;)n’ nez. 6. fy(x) = exp(x +ae¥), a €R.
Exercice 3. A 'aide d’une intégration par partie, déterminer les primitives des fonctions suivantes :
1. fi(x):=x cos(2x) 2. fo(x):=In(x) 3. f3(x):=arctan(x) 4. fi(x) = gz

Exercice 4. Calculer les intégrales suivantes a I'aide du changement de variable indiqué.

e 1 1 x2
1. I 3=f ————dxavec x =e" 3. I3:= dx avec x =2sinu
1 2xIlnx+x 0 V4-x2
2 1
X 2 1
2. L= dx avec x=u"-1 4, I4::f ———dxavec x=tanu
1 Vitx o (1+x%)?
Exercice 5. Calculer les intégrales suivantes :
z /2 In2
1. ::f (cos x)2°?° sin x dx. 4, Iy = f e*cosxdx. 7. I; = f —dx
0 —/2 -In2 chx
1 n/2 n/3
2. I ::f x arctanxdx. 5. I5:= f cos® (x) dx 8. Ig:= / sin(x° + x°) dx
0 0 -m/3
4 1 2In2 1 3 1
3. I3 sz dx. 6. Ig:= f dx 9. Ig:= f —dx
1 1+vx In2 e*—1 2 Viax-—x?

/2
Exercice 6 (intégrales de Wallis). Soit W}, = f sin” (x) dx.
0

1. Calculer Wy et Wj.
2. Etablir une relation de récurrence entre W,,» et W,,.
3. En déduire que pour tout peN:
_ep!n 227 (ph?
2P erpnz2’ PP T opr )
Montrer que la suite (W) ,en est décroissante et strictement positive.

En déduire que Wy, ~ W}, lorsque n — +oo.

e ok

Montrer que pour tout n €N, (n+ 1)W, W11 = %

7. En déduire que W, ~ /- puis que (2:) ~ % lorsque 1 — +oo.



1 Sommes de Riemann
Exercice 7. Soient ¢ et y les fonctions en escalier définies sur [0,2] par :

-1 sixe [0,%[

1 sixe[0,3] L sixel
4’2

Px)=4 -2 31x€[2,2[, w(x) =

3 11
4 31x€[§, | 31x€[24

-1 sixe [%,2]
1. Représenter les fonctions ¢ et v.
2. Montrer que ¢ + i est une fonction en escalier.
3. Vérifier que [ (p+w) = [+ [Py
Exercice 8. Soit f: [0,1] — R la fonction définie par f(x) := x>. Soit n € N*, on consideére ¢,, la fonction en
escalier définie par ¢, (x) := ,’1—22 sixe[L, ”r'll[ pour i € [0,n— 1], et on pose ¢,(1) = (” D
1. Montrer qu’il existe ¢ > 0 (a déterminer) telle que | flx) - n(x)| <+ pour tout x € [0, 1].
2. En déduire que f est Riemann-intégrable et calculer fol f(x)dx a partir de la définition de l'intégrale
de Riemann. Le résultat est-il cohérent avec vos connaissances?
Exercice 9. Soient a, b € R tels que a < b.
1. Donner l'expression de la subdivision réguliere de [a, b] en n intervalles.

2. Soit f: [a, b] — R une fonction Riemann-intégrable. Montrer que :

.1l b-a 1 b
ng@w—Zf(mk - ):mfa F)dx.

3. Calculer les limites suivantes :

1 n-1 k 3 2n—1 1
a. lim — Z (—) d. lim
n—+oon o\ n—+oo =0 2n+3k
n—1 2n 1
n .
i —_ e. lim -
b. nl_lgloolé) n2 + k2 n—+oo gn k
1
12 kn n k2\7»
c. lim — Z cos (—) f. lim H (1 +—
n—+oo pn =1 n n—>+ook:1 n

3 .
4. a. Montrer que pour tout x =0, x— % <sinx < x.

b. En déduire la limite : X
e

n
lim sin(—).
n—+oo kg‘o n? + k?

Exercice 10. Soit [a, b] un intervalle de R.

1. On admet que pour toutes fonctions en escalier ¢,y, on a ff Ap+vw) = Affcp + ff . Montrer que
pour toutes fonctions Riemann-intégrables f, g, la fonction A f + g est Riemann-intégrable et on a :

fab(/lf+g):)tfabf+[abg.

2. Montrer que si f est positive et Riemann-intégrable, alors [, f f = 0. En déduire que si f et g sont
Riemann-intégrables et f < g, alors [ f f=</ f g.

3. Montrer que si f est Riemann-intégrable, alors |f| est Riemann-intégrable et

< J2I11.




Exercice 11. Soit f: [a, b] — R une fonction de classe €', posons M = supgp 1 f'1-

1. Justifier que M < +oo.

2. Montrer que pour tous c,d € [a, ],

fcd(f(x) —f(C))dx| < ];_’I(d_ 0)2.
3. On note x; := a+ k2% Déduire de la question précédente que :

n—1

b 1
f flodx-— Y flxx)

M
<—(b-a?
=0 2n

Exercice 12*. Soit I := [a, b] un intervalle et soit ¢ := (a;)1<;<; une subdivision de I. On considére une
fonction bornée f: I — R. On appelle somme de Darboux inférieure et somme de Darboux supérieure as-
sociée a la subdivision o les sommes :

n—-1 n—1
2(f,0)= ) mi(aim—a),  ZT(f,0):= ) M(ain—ap),
i=0 i=0

oum;:= inf fetM;:= sup f.

[aivai+l] laj,a;+1]
1. Montrer que m(b—a) <X (f,0) <X*(f,0) < M(b—a) ou m:=inf; f et M :=sup; f.

2. Soient f* et f~ les fonctions en escalier :

n—-1 n—1
f= My, =) mly,
i=0 i=0

oul; =laj,ai+1[sil<sisn-2etI,_1 =[an-1,axl, et 1j, est la fonction indicatrice de I'intervalle I;.
Montrer que f~(x) < f*(x) pour tout x € I. Que valent les intégrales de f* et f~?

3. On suppose que pour tout ¢ > 0, il existe une subdivision ¢ telle que Z*(f,0) — £ (f,0) < €. Montrer
que f est Riemann-intégrable sur I.

4. On veut prouver la réciproque de la question précédente. Supposons que f est Riemann-intégrable
sur I.

a. Montrer que pour tout € > 0 et pour toute subdivision o = (a;)o<;<p, il existe des pointages ¢+ =
(5;)051'5?1 et ¢~ =(¢; o<i<n associés a o tels que :

H(f,0)<S(f, 0,6 +e et T7(f,0)=S(f,0,&7)—¢.

b. En déduire que tout € > 0, il existe une subdivision o telle que *(f,0) - X7 (f,0) <e.

5. En déduire que toute fonction monotone sur / est Riemann-intégrable.

2 Intégrale des fonctions continues

Exercice 13. Soit f: R — R une fonction continue et soit F(x) := f; f(¢)dz. En justifiant, dire si les affirma-
tions suivantes sont vraies ou fausses.

1. La fonction F est lipschitzienne sur tout intervalle [a, b].
Si f est croissante sur R alors F est croissante sur R.
Si f est positive sur R alors F est croissante sur R.

Si f est T-périodique sur R alors F est T-périodique sur R.

AR L A

Si f est paire alors F est impaire.
Exercice 14. Soit f: [a, b] — R une fonction positive.
1. On suppose qu'il existe xp € [a, b] tel que f est continue en xy et f(xp) > 0. Montrer que fff(x) dx>0.

2. En déduire que si f est continue et positive sur [a, b] et si [, f f(x)dx =0, alors f est identiquement
nulle.



Exercice 15. Soit f: R — R une fonction continue. On considére la fonction g: R* — R définie par :

1 X
gx) = ;fo f(odt.

1. Montrer que g se prolonge par continuité en 0.
2. On suppose que xE@oo f(x) =¢. Montrer que x1—1>IPoo gx)="¢.

3. Donner un exemple ot g admet une limite en +oco mais pas f.

Exercice 16. Soit f: [-1,1] — R une fonction continue.

1. Montrer que la fonction g définie sur R par :
sinx
gx) = fndt,
0
est dérivable et calculer sa dérivée.

2. Montrer que si f(0) =1, alors g est décroissante sur un voisinage ouvert de 7.

Exercice 17. Soit a > 0, déterminer le minimum de la fonction f définie sur R par :

X+a
fx) ::[ |t|dt.

Exercice 18 (théoremes de la moyenne)*. Soit f: [a, b] — R une fonction continue.
1. Montrer qu'il existe c € ]a, b tel que f(c) = bflu f : f(x)dx. Interpréter graphiquement ce résultat.

2. a. Soit g: [a,b] — R une fonction continue positive. A 'aide du théoréme des valeurs intermé-
diaires, montrer qu’il existe c € [a, b] tel que :

b b
f fx)gx) dx:f(C)f g(x)dx. (%)

b. Comparer ce résultat avec la question 1.

3. Sous les mémes hypotheses qu’a la question 2, on veut montrer qu'il existe c € ]a, b[ tel que (*). On
suppose que g n'est pas la fonction nulle et que f n’est pas constante (sinon, il n'y a rien a montrer).

a. Justifier que f admet un maximum M et un minimum m sur l'intervalle [a, b], et que f([a, b]) =
[m, M].

b. Montrer que f(la, b[) est un intervalle inclus dans [m, M]. En déduire que |m, M[ < f(la, bl).
c. Démontrer que mf:g(x) dx < fff(x)g(x) dx < Mf:g(x) dx.
d. Conclure.

Exercice 19. Montrer que pour toute fonction continue f: [a, b] — 10, +oo] :

(f:f(x)dx)(fabﬁdx) z(b—a)z.

Dans quels cas y a-t-il égalité?

by b—a
Exercice 20. Montrer que pour tous b > a >0, f —dx< .
a X vab

Exercice 21. Soit f: [0,a] — R de classe 6" telle que f(0) = 0. Montrer que :

a 612 a
f f)?dx < —/ f'(x)?dx.
0 2 Jo



3 Intégrale des fractions rationnelles

Exercice 22. Déterminer la forme de la décomposition en éléments simples dans R(X) des fractions ra-
tionnelles suivantes (on ne demande pas de calculer les coefficients).

X341 X2

A= oo ax - bR X X1
o X3+
2 RO a2 o B0= G e
3 F(X)‘—L 6. Fs(X):= 1
T X2y (X -3) T X2 X +2)(X2 42X +1)

Exercice 23. Déterminer la décomposition en éléments simples dans R(X) des fractions rationnelles sui-

vantes.
LR = —— ] 4 B0 = X
T X - (-2 (x-3) T x -y
2X34+3X%+5

2. Fr(X)i= —————. _2X°+3X°+5

2(X) X(X +1)2 S (X = —
3 F(X)'—X7+1 6. Fs(X):= !

FT X T X X1
Exercice 24. Déterminer les primitives des fonctions suivantes.
2x—-3 x+1

1. X)) =—F——- 4, X)=—7 7. X)=—-

h=F—rs falx) (x2—1)(2x+3) frx) (2 +x+1)

3 3 X
x° =2 X
o - *r 8. falx)m ——
2 o= e N PN = e
202
x“(x*+1)

3. X)'=—7 6. X)) =——F— 9. X) =

RS xX24+x+1 folx) x24+4 folx) x6-1

Exercice 25.

1. En développant cos(3 + %), sin(35 + 3) et tan(3 + 5), montrer que si ¢ = tan(3) alors :

1-¢? 2 2t

cos(x) = sin(x) = ——, tan(x)=
(x) 1 (x) 152 (x)

+ 12 1-12
2. Alaide du changement de variable ¢ = tan(g), calculer les primitives des fonctions suivantes :
1 1 1-tanx
a. fi(x)=—— b. fo(x) = —— c f3(x)i=——
fi sinx f2() 1+cosx 1 1+tanx

Remarque : des changements de variables plus simples sont parfois possibles, voir les regles de Bioche.

4 Intégrales impropres

Exercice 26. A partir de la définition, déterminer si les intégrales impropres ci-dessous sont convergentes,
et les calculer le cas échéant. Pour I4 et I5, discuter selon la valeur de a € R.

+00 +oo ]
1. ::f e Ydx 4. I, ::f —dx
0 R
1 11
2. I ::[ In(x)dx 5. I ::f —adx
0 0 X
oo 9y too( ] 1
3. = —dx 6. I ::f (—— )dx
3 fo 1+ x2 o Wx Vx+1



Exercice 27. Déterminer si les intégrales impropres suivantes sont convergentes (on ne cherche pas a les
calculer).

+00 X 1
1.f Zde 13. dx
x=+1 0 Vtanx
2, f *_1
14. dx
x3+ fo x3-8
1
3. X .
f x2+4x+3 15 fsm( )dx
A f+°° x+1
16.
x2+2 fo cosx
2
5[ dx 17[ cos X
Vi+x 1 1- \/}
1
6.[ —de 18. f !
oo X 1 Vx 1
T gin x +00 —x
7.[ —zdx 19. f e
1 X 0
1
8. f e*(x?+1)dx 20. f
—00 1 In%(x) (x)
+00 1 ]1
9.[ z—dx 21. f Cosx
—oo X+ x+1 0
1 X —t
10.[ —dx 22.] Sm(\/}) zan(ﬁ)d
0o X 0 X
n(l-x 1 in(x?
11.[ Ind=2 23. f _xsin(v) .
0 Y o (1-cosx)?
1 x +Oox2_1
12. f dx 24, f cos(x)dx
o e'—1 0o x2+1

Exercice 28 (Examen 2022-2023). Soit @ = 0 un réel. Etudier, en fonction de a, la convergence de I'inté-
grale généralisée :

I _f+°° 5x°+3x+1
Tl VE@x¥+3x+1)
Justifier vos réponses et préciser en quelle(s) borne(s) I, est généralisée.

Exercice 29. On considere I'intégrale généralisée suivante, appelée intégrale de Dirichlet :

+00 ¢j
sin x
= [
0 x

1. Al'aide d’une intégration par partie, montrer que I est une intégrale convergente.
2. On souhaite montrer que 'intégrale de Dirichlet n’est pas absolument convergente.

a. Montrer que pour tout n € N :

f(n+1)n |sin x| 2

dx = .
nmn X (n+1n
b. En déduire que f;"* 524 dx diverge.

+00

Exercice 30. Montrer que l'intégrale f sin(tz) d? est convergente.
0

Exercice 31. Soit f: R — R une fonction localement Riemann-intégrable telle que f0+°° f(®)dt converge.
Pour tout x € R, on pose :

2x
G(x) :f f(odr.

Déterminer la limite de G(x) lorsque x — +oo.



5 Limites d’intégrales

Exercice 32. Pour tout 7 = 2, soit f,, la fonction continue sur R, telle que f,, est nulle sur [0, n[U]2n?, +ool,
fn est affine sur [n,2n] et sur [2n,2n?], et fn2n) = %

1. Représenter f;,.

2. Montrer que (f;;) converge uniformément vers 0 sur R..

3. Calculer [ f,,(x)dx. A-t-on ;" f,,(x)dx — 0 lorsque n — +00?

. N sin(x")
Exercice 33. Pour tout x > 0, on consideére f,(x) == ———-.
x(1+x?)

1. Montrer que V¢ €eR,|sin¢| < |£].
2. En déduire que f; est intégrable sur ]0, +ool.
3. Calculer la limite ponctuelle de (f3) nen-
4

. Calculer la limite de O+°° fn(x)dx lorsque n — +oo.

Exercice 34. Soit f: [a, b] — [0,1] une fonction strictement croissante telle que f(b) = 1. Montrer que :

b
lim fx)*dx=0.
a

n—-+oo

Exercice 35. Apres avoir justifier I'existence des intégrales pour tout n, calculer les limites suivantes :

+00 @ pyx+1
1. lim " dx 4 Gim [ PELg,
n—+ooy 1+ x2 n—+o0 Jy nx+1
+oo In(x . % sin(nx")
2. lim % dx 5. lim ——dx
n—+oo 0 ne+ Xx n—+oo 0 nxn+§
too 2yt 4 3x2 47 . +oo 1
3. lim dx 6. lim f ——dx
n—+oo i  (m2x*+3)(x?+1) n—+ooJo (14 x2)v1+x"

Exercice 36. Soit f: R, — R une fonction continue qui converge vers une limite ¢ en +oo.

1. Montrer que f est bornée.

oo f(nx)
1+x2

2. Déterminer la limite de f0+ dx lorsque n — +oo.

3. En déduire que :
. o nf(r) 4
oy wr 72"
1

1
Exercice 37. Soit I, = f —dz.
o 1+1"

1. Montrer que (1) ,en converge vers 1.

2. Montrer que I, =1— mTz + o(%). Indication : intégrer par partie 1 — I,,.

o0 sinx

dx.

Exercice 38. Soit I = f
0 ef—1

1. Montrer que I est convergente.

*

2. On pose S, (x) = ZZ:O e ** Montrer que (S,)nen converge simplement sur RY.

3. Montrer que :
+00

+00
=) sin(x) e~ kDX qx.
k=070

+00 1
4. En déduire que I = .
1 ,,; n+1



6 Intégrales a parametre

Exercice 39. Soit f: R — R la fonction définie par I'intégrale a parametre :

fx) ::f cos(xsin t)dzt.
0

1. Montrer que f est continue sur R.

2. Montrer que f est de classe €2 sur R et exprimer f'(x) et f”(x) comme des intégrales & parametre.
3. Montrer que x(f"(x) + f(x)) = [y xcos? () cos(xsin r)dz.
4

. En intégrant par partie cette derniére intégrale, montrer que f est solution de I'équation différentielle :
xy"+y +xy=0.
Exercice 40. On appelle fonction gamma d’Euler la fonction définie par :

+00
I'(x) ::f e tds.
0

1. Déterminer '’ensemble de définition de I'.

2. Montrer que I est continue sur sur R}.
Indication : montrer que T est continue sur tout intervalle [a, b] c R} .

3. MontrerqueI'(1)=1et Vx>0, '(x+1) = xI'(x).
4. En déduire que YrneN, T'(n+1) = nl.

5. Déterminer un équivalent de I'(x) lorsque x — 0.

Exercice 41 (Examen 2023 -2024). L'objectif de cet exercice est de calculer 'intégrale de Gauss :
+00 5
I:= f e " dx.
0

Pour cela, on introduit @ la fonction définie sur R, par :

+00 e—x(1+t2)
d(x) :=f —Zdt.
0 1+¢

1. Montrer que @ est bien définie et continue sur R,.
2. Montrer que ® est de classe € Lsur RY et calculer D' (x).
v e

3. En utilisant le changement de variable u = t/x, relier fOA e ¥ dr et fOA ~ du. En déduire une

. / e *
relation entre @' (x), e etl.

4. En utilisant le changement de variable x = ¢, établir une relation entre fOA % dx et fo‘/Z e~ dr pour
tout A> 0.

5. Montrer que xliIP ®(x) =0 et calculer ®(0).
—+00

6. En intégrant la relation trouvée a la question 3 entre 0 et A > 0, puis en faisant tendre A vers +oo,
calculer 1.

Exercice 42. L'objectif de I'exercice est de calculer 'intégrale de Dirichlet I := f0+°° Si—‘;tdt. Pour cela, on

pose :
t®sint
VxeR,, F(x) ::f Te_”dt.
0

1. Justifier que F est bien définie sur R, et continue sur R}.
2. Montrer que F est de classe €' sur R*.

3. Montrer que F'(x) = _Tle sur 10, +oo[. En déduire que F(x) = % —arctan(x) pour tout x > 0.



+

4. Posons G(x) = [,

X

5. Montrer que Vx € RY, F(x) - F(0) = — [ G(£) e ds.

° Lrtlf dt. Montrer que G est dérivable sur R, est donner I'expression de G'(x).

6. Démontrer que F est continue en 0 et en déduire la valeur de 1.

Exercice 43. Soit I un intervalle. On considére f: I x R — R continue admettant une dérivée partielle par
rapport a sa premiére variable telle que 9, f soit continue sur I x R. Soient u: I - R et v: I — R des fonc-
tions dérivables. Calculer la dérivée de :

v(x)

F(x):= fx, 0dt,

u(x)

en fonction de u, v, f et de leurs dérivées.

7 Intégrales doubles

Exercice 44. Calculer f f f(x,y)dxdy dans les cas suivants.
D

. fx,y)=x"y, D=[0,2]x[0,1].

. fuy) =x*y, D={(x,)) eR*|0=x<2,0=<y=<3}

. f,y)=x*y, D={(x,y) eR?*|-1<x<1, 0= y<x}.

. f(x,y)=x2+y2,D:{(x,y)elR2|0§x52, x> <y<x}

. f,y=xy, D={(x,y) eR?*|y=0, x—4y+220, x—2y—-2=<0}.
. fx,y)=cos(E), D={(x,y) eR?|y=0, 2y < x<3-y}.

(=21 B SR \ R

Exercice 45. Vérifier que I'application ®: U — V est un €' -difféomorphisme et calculer son jacobien.
1. U=V =R? et ®(u, v) = (au+ bv,cu+ dv) avec ad — bc #0.
2. U=]0,+oo[ x]-m,7[, V=R?\ (R_ x {0}), et ®(r,0) = (r cos, rsin®).

x2 y2< N, b R*
Ztpm=slyouabeR].

Exercice 46 (aire intérieure d'une ellipse). Calculer l'aire de D = {(x, y) € R? 7

Exercice 47. Calculer f f f(x,y)dxdy dans les cas suivants, a I'aide d'un changement de variables en co-
ordonnées polaires. P

1. f(x,y)= x%+ yz, D est le disque de centre (0,0) et de rayon 1.

2. f(x,y) = x*+y? D estle disque de centre (0,1) et de rayon 1.

3. fx,y)=x+y, D={(x,y) eR?*|x=0, 1 =x*+y* <4}.

4. f,)=Vx2+y5, D={(x,) eR% |2y =x*+y* <1}

Exercice 48. L'objectif de cet exercice est de calculer I'intégrale de Gauss :

+00 2
1 =f e 2 dx.

(o.0]

Pour R >0, on note D(R) le disque de centre (0,0) et de rayon R, et on note C(R) = [=R, R]%. On considére
la f . _ x2+y?
a fonction f(x,y) = exp(—T).

1. Justifier la convergence de I.

f fx, dxdysff fx,y)dxdy < [f f(x,y)dxdy.
D(R) C(R) D(RV2)

3. Calculer [[g f(x,y)dxdy.
4. En déduire la valeur de I.

2. Montrer que :
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