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TD7 - Intégrales a parametre

Exercice 1. Soit f: R — R la fonction définie par I'intégrale a parameétre :

fx) ::f cos(xsin t)dz.
0

1. Montrer que f est continue sur R.

2. Montrer que f est de classe €2 sur R et exprimer f'(x) et f”(x) comme des intégrales & parametre.
3. Montrer que x(f” (x) + f(x)) = fo xcos?(#) cos(xsint) dr.

4. En intégrant par partie cette derniere intégrale, montrer que f est solution de I'équation différentielle :

xy"+y +xy=0.

Exercice 2. On appelle fonction gamma d’Euler la fonction définie par :
+00
I'(x) ::f e tdr.
0

1. Déterminer I'’ensemble de définition de I'.

2. Montrer que I est continue sur sur R7.
Indication : montrer que T est continue sur tout intervalle [a, b] C R}.

3. MontrerqueI'(1) =1et Vx>0, I'(x+1) =xT'(x).
4. En déduire que YneN, I'(n+1) =nl.
5. Déterminer un équivalent de I'(x) lorsque x — 0.

Exercice 3 (Examen 2023-2024). L'objectif de I'exercice est de calculer I'intégrale de Gauss I := f0+°° e dx.
Soit @ la fonction définie sur R, par :

+00 e—x(1+t2)
q)(X) I:f —Zdt
0 1+¢

1. Montrer que ® est bien définie et continue sur R;.
2. Montrer que ® est de classe € Lsur RY et calculer D' (x).

3. En utilisant le changement de variable u = £y/x, relier [ e~ dr et fOA‘/} e “ du. En déduire une

: 1 e ™
relation entre @' (x), WG et I.

4. En utilisant le changement de variable x = t2, établir une relation entre fOA % dx et fo‘/Z e " dr pour
tout A>0.

5. Montrer que xliIP ®(x) =0 et calculer ®(0).
—+00

6. En intégrant la relation trouvée a la question 3 entre 0 et A > 0, puis en faisant tendre A vers +oo,
calculer 1.

Exercice 4. L'objectif de 'exercice est de calculer 'intégrale de Dirichlet I := f0+°° Sl—‘;t

pose :

dt. Pour cela, on

o0 gin ¢
VxeR,, F(x) :=f Te"“dt.
0

Justifier que F est bien définie sur R,, et continue sur R} .

Montrer que F est de classe €! sur R*.

Montrer que F'(x) = _TIxZ sur ]0, +oo[. En déduire que F(x) = % —arctan(x) pour tout x > 0.
Posons G(x) = f+

X

Montrer que Yx € R%, F(x) — F(0) = — O+°° G(%) e Sds. Indication : IPP et changement de variable.

Démontrer que F est continue en 0 et en déduire la valeur de I.

o L‘;[ dz. Montrer que G est dérivable sur R, est donner I'expression de G'(x).
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