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1. Notons f,(x) = n,;f:ll Les fonctions f;, sont définies et continues sur [0, 1], donc leurs intégrales ne

sont pas généralisées. On a :

Vi+s 1

fn(x) = x+% m ﬁ,

donc (f;;) converge simplement sur ]0, 1] vers la fonction f définie par f(x) =

\/L} qui est localement
intégrable sur ]0,1]. Pour tout x €]0,1], on a la domination :
nyx+1l  nyx+1 nyx+1 1

nx+1 (nﬁ+ \/%?)\/} (nvx+ 1)\/_ Nea

Ifn(x)| =

car vx <1 sur]0,1]. La fonction == \f est intégrable sur ]0, 1] (critere de Riemann), donc le théoréme de
convergence dominée s’applique :

1
l f” d f d f—d 2.
im fnx)dx=| f(x)dx= 0\/_x

2. Notons f;(x) = ’i?frx)z Pour tout n € N*, la fonction f;, est définie et continue sur ]0, +oco[ donc locale-

ment intégrable. Montrons que l'intégrale généralisée de f,, est convergente :

s en +oo : In(x) = o(y/X) (croissance comparée) donc f,(x) = o(x~3/2). Puisque f,,(x) est positive
au voisinage de +oo et que x~3/? est intégrable au voisinage de +oo par critére de Riemann, f;,
est intégrable au voisinage de +oco.

e en0: fh(x)~ lnx (pour n #0). Or, Inx est intégrable au voisinage de 0 et f;, est de signe constant
au voisinage de 0, donc f, est intégrable au voisinage de 0.

La suite (f,;) converge simplement vers la fonction nulle et est dominée :
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avec g intégrable sur ]0,+oo| (car g ~ |Inx| en 0 et g = o(x~%'2) en +o0). Par le théoréme de conver-

gence dominée :
+to° In(x)
lim S 2 dx=0.
n—+ooJy  ne4x
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3. Notons f,(x) = % La fonctlon fn est continue donc localement intégrable sur [1,+oo[. De
plus, fn est positive et f,(x) ~ 175z en +00, donc f;, est intégrable au voisinage de +oo. La suite (f;)

converge simplement vers f (x) 2 — et est dominée :
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et g est intégrable sur [1, +oo[ car g(x) ~ é en +oco. Par le théoreme de convergence dominée :
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nEfPoofl frx)dx = fl o1 dx = xlirllmarctan(x) —arctan(l) = 272 =

4. Méme chose que le 1.



5. Similaire a l'exercice 2 : f,(x) =

est dominée par \/l} sur 10,1[ et par #X sur 11, +o0l, et (fn)

sin(nx")
nx"y/x

converge simplement vers f(x) = \/i} six<letOsix=1.

_ 1 : n n .
. Notons f,(x) = o Puisque v1+x" =1 pourtoutx=0,0ona:
0<f( ) < 1
< X) < ——,
" 1+x2

1

o2 Calculons

donc f;, est intégrable sur R; par comparaison, et la suite (f;) est dominée par g(x) =
la limite simple de (f;;). Six<1,ona:

1 1
V1i+x"=(1 +x")3' = exp(—ln(l +x”)) -1,
n

etsix>1:

Viexn=Yx"Q+x") =xV1+x"— x.

Donc (f,;) converge simplement vers la fonction :

1
1+x2 sx=1
fx)= 1
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qui est localement intégrable sur R, car continue. Par le théoréme de convergence dominée :
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La premiere intégrale vaut 7. Pour la seconde, on décompose en éléments simples :

1 _1 X
A+x)x x 1+x2°

Donc: oo ) ) n2
= lim (lnx—zln(1+x) +7.

Inx— lln(l +x%)
2 1 X—+00

+00 1
f _ 1 dx=
1 A+ x)x

Calculons cette derniére limite :

X

‘/1+x2) X—+00

1
lnx—Eln(1+x2) :ln( In(1) =0.

Finalement :

n—-+oo

. +oo 7 In2
lim [0 fn(x)dx:Z+7.



