TECH Intégration

sciences L2 2024—2025

et techniques

TD1 - Intégrale et sommes de Riemann

Exercice 1. Soient ¢ et ¥ les fonctions en escalier définies sur [0,2] par :

-1 sixe[0,1
1 sixe[0,3] . sixel 4[

Px)=4 -2 31x€[2,2[, w(x) =
4 31x€[§, |

sixe [+ i 2
3 sixe [2, %[
-1 sixe[$,2]
1. Représenter les fonctions ¢ et y.
2. Montrer que ¢ + 1 est une fonction en escalier.
3. Vérifier que foz (p+y)= fOZqH— fozw
Exercice 2. Soit f: [0,1] = R la fonction définie par f(x) := x. Soit n € N*, on considére ¢,, la fonction en

i 1+1[ pour i € [0,n—1], et on pose ¢, (1) = =7~ (n 1) .

escalier définie par ¢, (x) = 5 si x€ |, =

1. Montrer qu'’il existe ¢ > O (a déterminer) telle que | flx) - (pn(x)| < % pour tout x € [0, 1].
2. En déduire que f est Riemann-intégrable et calculer fol f(x)dx a partir de la définition de 'intégrale

de Riemann.

Exercice 3. Soit f: [a, b] — R une fonction. On suppose que pour tout € > 0, il existe g Riemann-intégrable
sur [a, b] telle que | f — g| < €. Montrer que f est Riemann-intégrable.

Exercice 4. Soit [a, b] un intervalle de R.

1. On admet que pour toutes fonctions en escalier ¢,v, on a fab(/l(p +vy) = /lff(p + ff . Montrer que
pour toutes fonctions Riemann-intégrables f, g, la fonction A f + g est Riemann-intégrable et on a :

fab(/lf+g):lfabf+fabg.

2. Montrer que si f est positive et Riemann-intégrable, alors | f f = 0. En déduire que si f et g sont
Riemann-intégrables et f < g, alors [ f f=/ f g.

< J2If1.

3. Montrer que si f est Riemann-intégrable, alors |f| est Riemann-intégrable et

Exercice 5.

1. Soit f: [a, b] — R une fonction Riemann-intégrable. Montrer que :

= af f@dx=lim —Zf( a)'

2. Calculer les limites suivantes :

1 n-1 k 3 n (k]'[)
im -y (2 . lim —
a. lim — ) ( ) c. lim Z cos”| —

n—+oon k=0 n n—+oo n =1
n—1 n 2n-1 1
b. lim _ d. lim
RN My dm Y g



Exercice 6. Soit f: [a, b] — R une fonction de classe €, posons M = sup,p|f'1 € Ry (pourquoi M < +oo 2).

1. Montrer que pour tous ¢, d € [a, b], fcd(f(x) —f(c))dx| < ¥d-c?

2. En déduire que :

b 1 n—-1
f fodx——=)" flap)
a k=0

n_

M 2
S%(b_a) ’

ollay:=a+ kb;n“.

Exercice 7. Soit I := [a, b] un intervalle et soit 0 := (a;)1<i<, une subdivision de I. On considere une fonc-
tion bornée f: I — R. On appelle somme de Darboux inférieure et somme de Darboux supérieure associée
a la subdivision o les sommes :

n—-1 n—1
2(f,0)=) mi(aim—a),  ZT(f,0):= ) M(ai—ap),
i=0 i=0

oum;:= inf fetM;:= sup f.

lai,ai1] lai,ais]
1. Montrer que m(b—a) <X (f,0) <Z*(f,0) < M(b—a) ou m:=inf; f et M:=sup; f.

2. Soient f* et f~ les fonctions en escalier :

n-1 n-1
f+=ZMillir f_zzmilli»
i=0 i=0

ou l; =la;,aj41[sil<i<sn-2etl,_1 =la,1,a,], et 1y est la fonction indicatrice de I'intervalle ;.
Montrer que f~(x) < f*(x) pour tout x € I. Que valent les intégrales de f* et f~ 2

3. On suppose que pour tout € > 0, il existe une subdivision ¢ telle que Z*(f,0) — £ (f,0) < €. Montrer
que f est Riemann-intégrable sur I.

4. On veut prouver la réciproque de la question précédente. Supposons que f est Riemann-intégrable
sur [.

a. Montrer que pour tout € > 0 et pour toute subdivision ¢ = (a;)o<i<n, il existe des pointages ¢* =
(f;r)ogsn et ¢ =(¢; o<i<n associés a o tels que :

I*(f,0)<S(f,0,6)+e et Z7(f,0)=S(f,0,&)—¢.

b. En déduire que tout € > 0, il existe une subdivision o telle que X" (f,0) - X7 (f,0) <e.

5. En déduire que toute fonction monotone sur I est Riemann-intégrable.



