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Exercice 1 (4 pts).

1. Lintégrande est de la forme % avec u(x)=1+e*, donc:

1 X w11 l1+e
I = fo Trof dx = [log(l +e") 0= log(1+e) —log(2) = log(T).
2. On integre par partie avec u(x)=xetvix)= log(x) :
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3. On effectue le changement de variable u = /x, c’est-a-dire x = u

e dx=3u?du;

¢ lorsque x varie de 1 a 8, u variede 1 a 2.
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4. On effectue le changement de variable x = sinu, avec u € [0, %] :
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I, :f xlog(x)dx = ?log(x)
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3.

e dx=cosudu;
* lorsque u varie de 0 a , on a bien x qui varie de 0 a %
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Une primitive de —L— sur [0,Z] est tan u donc :
cos“u 6

Iy = [tan u]Z/G = tan(%) —tan(0) = L

V3
Exercice 2 (2 pts). On reconnait que :
1 n-1 1 n—1
— Y ——— =) fC (k1 —ar) =S(f,a,0),
2020, /1 - % k=0

avec f(x) := ﬁ, aj = ﬁ et &y = % € [ag, ax+1]. Les (ax)o<k<n forment une subdivision réguliere de

lintervalle [0, ] et f est Riemann-intégrable sur cet intervalle car continue sur cet intervalle, donc :
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lim = [arcsin(x)] = arcsin(—) —arcsin(0) = —.
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Exercice 3 (4 pts). Soit f une fonction Riemann-intégrable sur [a, b].

1. a. Ondit que f est Riemann-intégrable sur [a, b] si pour tout € > 0, il existe des fonctions en escalier
@ ety sur [a, b] telles que :

b
If—pl<y et fw(x)dxse.

(J'acceptais aussi la définition séquentielle.)



b. Par définition de la Riemann-intégrabilité (avec disons € = 1), soient ¢ et 1 des fonctions en
escalier telles que | f —¢| <. On a alors :

p-y=sf=sep+y.

Or les fonctions en escalier ¢ — v et ¢ + ¥ sont bornées, donc f est bornée.
2. Pour tout x € [a, b], on définit F(x) := f;f(t) dr.

a. Soit M > 0 un majorant de |f| sur [a, b], et soient x, y € [a, b]. Sans perte de généralité, on peut
supposer que y<x.0Ona:

x y
|F(x)-F(y)| = U f(t)dr—f f(t)dt’
a a

X
f f(t)dt‘
y

sfx|f(t)|dt
y

X
sf Mdt=M(x-y)=M|x-yl.
y

Remarque : si vous avez utilisé le théoreme des accroissements finis appliqué a F en disant que
F' = f d'apres le théoreme fondamental de l'analyse, c'est faux car on ne suppose pas que f est
continue dans cette question! (la continuité de f est une hypothese essentielle du TFA)

b. Réponse courte : d’apres la question précédente, F est Lipschitzienne sur [a, b], donc elle est
uniformément continue sur [a, b]. A fortiori, elle est continue sur [a, b].

Réponse plus terre a terre : soit xg € [a, b], montrons que F est continue en xy. D’apres la ques-
tion précédente, on a pour tout x € [a, b] :

0 <|F(x) — F(xo)| < M|x — xg].

Par encadrement, |F(x) — F(xp)| — 0 lorsque x — xg, donc xhrgcl F(x) = F(xg), CQFD.
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3. Soit xp € [a, bl.
a. Remarquons que :

Flxo+h) —F 1( [roth % 1 [rorh
(xo+})l (XO):ﬁ(f f(t)dt—f f(t)dt)ZEf f(ndz,

et que
.X'o+h
f(xp) = 7 f(xp)dt (intégrale d’'une constante).
Xo

La linéarité de I'intégrale et I'inégalité triangulaire nous donnent alors :

F h)—-F
’ (x0 + h) — F(xp) _ )
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h < E[ |f(0) = f(xo)|dr.
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_ ‘Ef (F(0) - flxo))dt

b. Supposons que f est continue a droite et fixons € > 0. 1l existe alors 6 > 0 tel que pour tout ¢ €
[x0, X0 + 0], on a | f(t) — f(xp)| < €. Ainsi, pour tout h €]0,6], on a d’apres la question précédente :

‘F(Xo+h)—F(x0)

1 [*o+h d 1 [Xo+h q
<— ) — r<— t=¢.
W = hfx [ ()= f(xo)ldet = h[x € €

0 0

— f(x0)

Ceci démontre que :
F(xo+ h) — F(xo)

Jim, A = [ (xo),

donc F est dérivable a droite en xy et F é(xo) = f(xop).



