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Préambule

Introduction

L'analyse numérique est un domaine a 'interface des mathématiques et de I'informatique qui s'in-
téresse a la résolution approchée des problemes d’analyse : résolution d’équations algébriques et
différentielles, calcul d’intégrales, optimisation de fonctions, approximation de fonctions. En dehors
de cas particuliers, les solutions de ces problémes ne peuvent pas s’exprimer a ’aide d’'une formule
close. On a alors recours a des méthodes numériques, c’est-a-dire des algorithmes, pour calculer
des solutions approchées. Lanalyse numérique étudie ces méthodes numériques, leur conception,
I’évaluation de I'erreur, jusqu’a leur implémentation en machine. C’est un domaine d'une grande
importance en mathématiques appliquées, en physique et en ingénierie (et bien d’autres sciences).

Ce cours se concentre sur les problémes en dimension 1. En réalité, beaucoup de méthodes décrites
dans ce cours, et les résultats les concernant, se généralisent en dimension supérieure. Cependant,
on se limite a la dimension 1 pour faciliter certaines preuves, et mieux se concentrer sur les prin-
cipes de I'étude des méthodes numériques. L'étudiant-e qui souhaite approfondir ces sujets pourra
consulter les références ci-apres.

Ce cours est constitué de quatre chapitres. Le chapitre 1 traite de la résolution approchée des équa-
tions. On passe en revue les méthodes les plus courantes : dichotomie, méthode de Newton, mé-
thodes de la sécante et les méthodes itératives de point fixe. Le chapitre 2 traite de I'approximation
polynomiale, en mettant I’accent sur l'interpolation. On y aborde également I’approximation uni-
forme (théoreme de Weierstrass) et 'approximation quadratique (théorie des polynémes orthogo-
naux). Le chapitre 3 traite des méthodes d’intégration numérique des fonctions d'une variable réelle
sur un segment. On étudie les méthodes de Newton—Cotes usuelles (rectangles, trapezes, Simpson)
et la méthode de Gauss-Legendre. Enfin, le chapitre 4 traite des méthodes a un pas pour la résolu-
tion des équation différentielles d’ordre 1, en dimension 1.

L'analyse numérique matricielle, les schémas numériques pour les EDP, et 'optimisation ne seront
pas abordés dans ce cours. Ces sujets sont étudiés en master de mathématiques appliquées a CY
Cergy Paris Université.

En plus des séances de CM et de TD, des séances de TP sont prévues pour implémenter les mé-
thodes vues en cours. Le langage de programmation utilisé est Python.
Evaluation

L'évaluation de cette UE comporte un examen et du contrdle continu. Le contrdle continu sera com-
posé d’'un devoir écrit et d'un TP noté. La note de contréle continu est la moyenne du devoir écrit et
du TP. La note finale est le maximum entre 'examen seul, et la moyenne pondérée entre I'examen
(coeff. 2) et le contrdle continu (coeff. 1) :

Note finale = max(CT; § CT + 3 CC),

ou CT (controle terminal) est la note de I’examen et CC le controle continu.



En session 1, 'examen est un devoir écrit. En session 2, ce sera un devoir écrit ou une interrogation
orale, selon I'effectif des concerné-es.

Organisation de ce document de cours

Le contenu du cours est divisé en différents items numérotés, répartis en 7 catégories : définition,
remarque, exemple, proposition, théoréme, lemme et corollaire. Rappelons le sens de ces quatre der-
niers termes :

* Proposition : nom générique pour désigner un résultat mathématique démontré.

Théoreme : proposition importante, centrale, d'une théorie mathématique.

* Lemme : proposition, souvent technique, qui vise a préparer la démonstration d'une autre
proposition ou d’'un théoréme.

Corollaire : proposition qui est la conséquence directe d'une proposition ou d'un théoréme
plus général ou plus important.

Les différents items de ce cours sont numérotés selon le chapitre et la section auxquels ils appar-
tiennent. Par exemple, I'item « Proposition 2.4.8 » est une proposition se trouvant au chapitre 2,
section 4, et constitue le 8¢ item de cette section.

Expliquons enfin la signification des deux symboles (J et « employés dans ce document :

* Le symbole O marque la fin d'une démonstration. C’est un symbole standard qui remplace le
sigle CQFD (« ce qu’il fallait démontrer ») traditionnellement utilisé pour indiquer la fin d'une
démonstration.

* Le symbole « marque la fin d'un item. Ce n’est pas un symbole standard. Dans ce cours, il
sert a mieux délimiter les différents items et faciliter la lecture.

La mise en page de ce cours est inspirée du livre numérique An Infinite Descent into Pure Mathe-
matics de Clive Newstead.

Références

Eric CANON : Analyse numérique. Vuibert, 2012.

Jean-Pierre DEMAILLY : Analyse numeérique et équations différentielles. Collection Grenoble Sciences.
EDP sciences, 4¢ édition, 2016.

Alain YGER et Jacques-Arthur WEIL : Mathématiques appliquées L3. Pearson éducation France, 2009.



Chapitre 1

Résolution approchée d'une équation

Dans ce chapitre, on s'intéresse a la résolution approchée de 'équation f(x) =0, ou f est une fonc-
tion continue d’'une variable réelle. Ceci inclut toute équation de la forme f(x) = g(x) ou f et g sont
continues, car cette derniére est équivalente a résoudre f(x) — g(x) = 0. De nombreux théoréemes
d’analyse réelle affirment l'existence d'un x, satisfaisant une équation (par exemple le théoréeme
des valeurs intermédiaires, ou le théoréeme de Rolle), mais sans donner d’expression pour x.. Sauf
cas particulier (par exemple les équations polynomiales de degré inférieur a 4), il n'existe pas de for-
mule close permettant de calculer les solutions de f(x) =0 pour une fonction f générique. On doit
donc se tourner vers des méthodes numériques pour calculer des valeurs approchées des solutions.

Soient I un intervalle de R et f: I — R une fonction. Dans tout le chapitre, on supposera que f est
continue sur I. Si x, est un zéro de f dans I, notre objectif est de construire une suite (x,);en qui
converge rapidement vers x..

1.1 Méthode de la dichotomie

Commencons par un résultat d’existence d'une solution de f(x) =0.

Théoreme 1.1.1. Soit f: [a,b] — R continue tel que f(a)f(b) < 0. Alors il existe ¢ € ]a, b[ tel que
fle)=0.

Démonstration. Lhypothese f(a) f(b) < 0 signifie que f(a) et f(b) sont de signes opposés, donc 0
est compris entre f(a) et f(b). On applique le théoréme des valeurs intermédiaires. O

Soit f: [a,b] — R une fonction continue telle que f(a)f(b) < 0. D’apres le théoreme précédent, f
possede un zéro dans l'intervalle [a, b]. Lidée de la dichotomie est de calculer f(m), 'image du
milieu de I'intervalle m = %b, et de comparer son signe avec celui de f(a) et f(b). Si f(m) =0 (tres
improbable), alors on a trouvé ce qu'on cherchait. Sinon, on a f(m) f(a) <0 ou f(m) f(b) <0 : dans
le premier cas, f possede un zéro dans l'intervalle [a, m]; dans le second cas, f possede un zéro
dans l'intervalle [m, b]. On recommence la procédure sur le nouvel intervalle. A chaque étape, la

longueur de l'intervalle contenant un zéro de f est divisée par 2.

La méthode de la dichotomie définit trois suites (@) nen, (Dn)nen €t (Xn) nen par récurrence.
1. On initialise ag := a, bg:= b et xy := %b.
2. Pourtoutn=0:
* Si f(x,) =0, on pose ap41 = bpy1 = Xp41 == Xp. (En pratique, on a trouvé un zéro, on
arréte ’algorithme.)
e Si f(xn)f(ay) <0, on pose a1 = a, et by = Xy.
¢ Sinon, on pose ay+1 == X, et byt == by.

+b.
Dans tous les cas, on pose x,4+1 == %



y=r(x)

f(xn)f(an) <0

Figure 1.1 — Une itération de la méthode de la dichotomie

Les suites (ay)nen €t (bn)nen sont adjacentes, donc elles convergent vers une méme limite que 'on
note x.. Par encadrement, (x;),en converge également vers Xx..

Par continuité de f, puisque f(a,)f(b,) <0 pour tout 7, on a f(x,)? <0, donc f(x,) = 0. Enfin, on

montre par récurrence que :
b—a
VneN, b,—a,=——
2n
b—a
21 -

Puisque x,, x« € [ay, by], on en déduit que |x;, — x«| <

Critere d’arrét. On ne peut pas utiliser directement la condition |x; —x.| < € comme critére d’arrét,

puisqu’on ne connait pas x.. Mais on sait que |x, — x.| < %, donc si on veut que |x, — x.| <¢, il

b—a

o S E, c’est-a-dire :

=)
n=log, ,

suffit de choisir n tel que

€
%H itérations de la méthode de la di-

chotomie, on garantit que |x,«) — X«| < €. Un autre critére est d’itérer jusqu’'a ce que | f(x,)| <e€.

ol log, désigne le logarithme binaire Avec n(g) = [logz(

Remarque 1.1.2. La méthode de la dichotomie a I’avantage de toujours converger vers une solution.
De plus, la méthode produit un encadrement : a la n-ieme itération, on sait que l'intervalle [a,,, b,]
contient une solution. Enfin, cet intervalle est de longueur bz_,f’, ce qui fournit une majoration expli-
cite de l'erreur. <

1.2 Vitesse de convergence

Définition 1.2.1. Soit (x;),en Une suite qui converge vers une limite x.. On note e, = |x; — X«|. On
dit que la convergence est :

¢ linéaire s'il existe C € [0, 1] tel qu’a partir d'un certain rang, e;+; < Cey,.
 superlinéaire si e;;+1; = o(ey).
e d’ordre p >1si e, 1 = O(e"). Pour p =2, on parle de convergence quadratique.

Remarque 1.2.2. Ces définitions donnent une convergence au moins linéaire ou d’ordre p. Une
autre convention, plus restrictive, consiste a demander I'existence d’une limite :

€n+1
——c€]0,+00|,
eZ n—-+00

ce qui définit 'ordre exact de convergence ainsi que sa constante asymptotique c. L'existence d'une

telle limite implique les définitions ci-dessus, mais la réciproque est fausse en général. <
1. on note log, : R} — R le logarithme de base 2, défini par log, (x) = iﬁgg . C'est 'application réciproque de la fonction

exponentielle de base 2 : x — 2% 1= e¥In@)



Remarque 1.2.3. Lordre de convergence p contrdle la vitesse a laquelle le nombre de décimales
correctes augmente. Notons d,, = —log;,(e;) le nombre de décimales exactes de x;. Si e,41 = O(eg),
c’est-a-dire e,,;; < Cel a partir d’un certain rang, alors en passant au logarithme :

dpi1= _10g10(3n+1) =pd,— IOgIO(C).
Ainsi, a une constante additive pres, le nombre de décimales correctes est au moins multiplié par p

a chaque itération. En particulier :

* Pour une convergence linéaire de constante C, le nombre de décimales correctes croit au
moins linéairement : on gagne au moins —log,,(C) décimales par itération.

* Pour une convergence quadratique, le nombre de décimales correctes double a chaque itéra-
tion : si x; est correct a d décimales, x,1 I’est au moins a environ 2d décimales. <

Exemple 1.2.4. La méthode de la dichotomie a une vitesse de convergence linéaire. La méthode de
Newton étudiée en section|[I.4]a quant a elle une vitesse de convergence quadratique, comme on le
verra. <

1.3 Meéthodes itératives

Soit f: I — R une fonction dont on cherche un zéro, c’est-a-dire un réel x. € I tel que f(x.) =0. En
posant F(x) = x— A(x) f(x) ou A est une fonction qui ne s’annule pas sur I (par exemple 1:=1, ou
encore A := 1/’ dans la méthode de Newton, voir section|[1.4), on a :

F(x:) =x, &= Axs) f(x4) =0 < f(x.)=0.

Ainsi, x. estun zéro de f si et seulement si x. est un point fixe de F. Le choix de la fonction A (donc
de F) est déterminant : il conditionne la vitesse de convergence, voire 'existence méme d’une suite
convergente construite par itération de F, comme on va le voir dans la suite.

Ceci motive I'étude générale de la recherche de points fixes d'une fonction F, que I'on va approcher
par la suite des itérées.

Définition 1.3.1. Soit I un intervalle stable par F, c’est-a-dire tel que F(I) c I. On appelle suite des
itérées par F une suite (x,) en définie par :

{xn+1 = F(xp) a

Xp € I donné.

Remarque 1.3.2. La fonction F sera supposée définie sur un intervalle I et a valeurs dans ce méme
intervalle I. Cette condition assure que la suite récurrente (x;),en €st bien définie. En effet, si F
n'est pas a valeurs dans I, il pourrait exister n € N tel que x,+1 = F(x,) ¢ I, et x,42 = F(x,4+1) Ne
serait pas défini. <
1.3.a Etude des suites itératives

Lidée d’itérer la fonction F pour approcher le point fixe vient de la proposition suivante.

Proposition 1.3.3. Soit (x,),en définie par (I.I) avec F: I — I continue. Si (x;),en cOnverge vers
une limite x, € I, alors x, est un point fixe de F. <

Démonstration. Supposons que F est continue et que x;, — Xx.. La suite (x,) ey Vérifie :
VneN, xp+1=F(xy,).

Le membre de gauche converge vers x., et le membre de droite converge vers F(x.) par continuité
de F en x.. Par unicité de la limite, x. = F(x.). O



Remarque 1.3.4.

1. Attention, la proposition précédente n’affirme pas que la suite (x,),en €St toujours conver-
gente.

2. Il faut que la limite x, appartienne a I pour appliquer le résultat. Cette condition est automa-
tiquement satisfaite si I est un intervalle fermé. <

Pour montrer la convergence de (x,)5en, On pourra parfois s’appuyer sur le résultat suivant afin de
montrer que (x,),en €St monotone.

Proposition 1.3.5. Soient F: I — I et (x,) zen définie par (1.I).

(i) Si F est croissante sur I, alors (x;),en €St monotone et son sens de variation est déterminé
par le signe de F(xp) — xp.

(ii) Si F est décroissante sur I, alors les suites (x2;) nen €t (X2541) nen SONt Monotones, et de sens
de variation contraires. <

Démonstration.

Supposons F croissante. Montrons que le signe de x,.; — X, est constant. Par croissance de F,
Xn+1— Xpn = F(x,) — F(x,-1) a le méme signe que x, — x,—;. Par récurrence, on obtient que x,+1 — X,
a le méme signe que x; — x9 = F(xp) — xp, d’ot le résultat.

Supposons F décroissante. En notant y, := X2, €t z,, := X241, les suites (V) nen €t (25) nen Satis-
font la relation de récurrence : y,+1 = (Fo F)(¥,) et 2,41 = (Fo F)(zy), avec F o F croissante. D’apres
le résultat précédent, ces suites sont donc monotones. Enfin, on a :

21— 20 = x3— X1 = F(x2) = F(x0) = F(y1) — F(y0),

donc par décroissance de F, z; — zp et y; — Jo sont de signes opposés. Par conséquent, les suites

(¥n) nen €t (2) nen sont de sens de variation contraires. O
y ; y .
A y=X N V=X
y=F(x)
qd y=F(x)
> X > X
X0 X1 X2 X X0 X2 X X1
Figure 1.2 — F croissante Figure 1.3 — F décroissante

1.3.b Théoreme de Banach-Picard

On cherche des conditions qui assurent la convergence de la suite des itérés.
Définition 1.3.6. Soit F: I — R. On dit que F est contractante si :
3K e[0,1[, Vx,y€ I, |F(x) - F(y)| < Klx-yl.

Remarque 1.3.7. Une application contractante est une application K-lipschitzienne avec K < 1. En
particulier, elle est uniformément continue sur I. <



Proposition 1.3.8. Si F est dérivable sur I, alors :
F est contractante <> sup|F' ()| < 1. <
tel

Démonstration. Soit F: I — I dérivable.
(=) Supposons que F est contractante. Alors pour tous x, y € I distincts :

'F(x)—F(y) -
xX—y B

En faisant tendre y — x, on obtient que : Vx € I, |F ! (x)| < K. Ainsi, on a montré que :

K.

sup|F'(1)| =K < 1.
tel

(<=) Supposons que supt€I|F’(t)| < 1.0n pose K = sup,;|F'(?)|, on a bien K € [0, 1[ par hypothese.
Alors I'inégalité des accroissements finis affirme que :

Vx,yel, |F(x)-F@y)|=<Klx-yl
Donc F est contractante. O

Théoreme 1.3.9 (point fixe de Banach-Picard). Soit I un intervalle fermé de R. Si F: I — [ est
contractante, alors F possede un unique point fixe x, dans I. De plus, pour tout xy € I, la suite
des itérées (x,)en CONvVerge vers X, et :

n

[Xp — Xu| < |1 — xol.

1-K

Remarque 1.3.10. Pour utiliser ce théoréme, il faut trouver un intervalle fermé I stable par F, c’est-
a-dire F(I) c I, et tel que F soit contractante sur I. D’apres la proposition|1.3.8] dans le cas ol F est
dérivable, cela revient a sup,¢;|F'(£)| < 1. <

Démonstration. On suppose que I est fermé et que F: I — I est contractante. On consideére (x;) nen

définie par (L.I).
e Unicité. Soient x., y« € I des points fixes de F. Alors :

[ = yul = [F () = F(y:)| < Klxs = sl
donc :
(1-K)|x« =y« =0.
Puisque 1 - K >0, on a | x4 — y«| =0, c’est-a-dire x, = y..
« Existence. Montrons que la suite (x;),en €st une suite de Cauchy. Pour tous n,peN, on a:
X1 = Xt il = IF () = F(ns p)| < K12 = X pl-

Par récurrence sur n, on en déduit que :

Vn,peN, |x;—Xpipl< K" x0—xpl. (1.2)
Majorons la distance |xp — xp| :
p-1
X0 — Xpl < ) |xi — Xis1l inégalité triangulaire
i=0
p-1
<) K'lxg—x1l d’apres (1.2)
i=0
1-KP .
< 1_K |x0 — x| somme géométrique
= ! | |
< Xo— Xx1/.
g n



Finalement, on a montré que :

n

Vm,peN, |Xp—Xnipl < |0 — X1 (1.3)

1-K

Le membre de droite tend vers 0 quand 7 — +oo, uniformément en p, d’oti :

lim supl|x; —x =0.
"—'+°°pegl n = Xn+pl

La suite (x5),en est donc de Cauchy. Par conséquent, elle converge dans R vers une limite x.. De
plus, les termes de la suite (x;),en appartiennent a I qui est fermé, donc x. € I. D’apres la proposi-
tion|[1.3.3] x, est un point fixe de F.

e Majoration de l'erreur. En faisant tendre p — +oo dans (L.3), on a :

n

| — x| < |xo — X1 O
1-K
Criteres d’arrét
1. On sait que I'erreur commise est majorée par :
n
|Xp — Xu| < |xo — x1l.
1-K

. . . . n ~ .
Pour avoir |x;, — x| < ¢, il suffit de choisir n tel que IKTKIxO —x1| <€, c'est-a-dire :

In(e) +In(1 — K) —In(|xg — x11)
n= .
In(K)

(1.4)

2. Un autre critére est d’itérer jusqu’a ce que |x,+1 — X| soit assez petit. Plus précisément, on a
la majoration :

p-1 p-1 —
l
|Xp — Xn+pl < Z|xn+i_xn+i+1|5 ZK |Xn — Xp+1l = 1-K [Xn — Xp+1l.
i=0 i=0 -

Pour p — +o0, on obtient :

[Xp —Xs| = [Xn — Xps1l.

1-K
Par conséquent, si on itére jusqu’a ce que |x,+1 — X, < (1 — K)g, alors on aura |x, — x«| < €.

Dans les deux cas, plus la constante K est proche de 1, plus le nombre d’itérations devra étre élevé.

Exemple 1.3.11 (Cosinus itéré). On considere F(x) = cos(x) sur I = [0,1]. Puisque cos est décrois-
sante sur I, on a:
F(I) = [cos(1),cos(0)] = [cos(1),1] = [0,1] =1,

car cos(1l) > 0. L'intervalle fermé I est donc stable par F. De plus, F est dérivable sur I, de dérivée
F'(x) = —sin(x). Comme sin est positive et croissante sur I :

K =sup|F'(x)| =sin(1) = 0,84 < 1.
xel
D’apres la proposition[1.3.8} F est donc contractante sur I, de constante K = sin(1). Le théoréme de
Banach-Picard s’applique : F posséde un unique point fixe x, € I et pour tout xq € I, la suite (x;)sen
définie par x,;+1 = cos(x,) converge vers Xx..
La constante K étant plutot proche de 1, la convergence est assez lente. En partant de xo = 1, pour
obtenir une approximation de x, a 1073 pres, on calcule 47 itérations (d’apres (I.4)). On obtient
alors x, = 0,739. <
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1.3.c FEtude locale

Théoréme 1.3.12. Supposons que F soit de classe €' sur I et soit x, un point fixe de F.

(i) Si|F'(x.)|<1, alors il existe J < I un voisinage fermé de x. tel que F(J) < J et Fyy est contrac-
tante. Par conséquent, pour tout xg € /, la suite des itérées (x,),en CcONverge vers Xx..

(i) Si |F'(x.)|> 1, alors il existe J < I un voisinage de x, tel que, pour tout xy € J \ {x.}, il existe
neN tel que x, ¢ J. Par conséquent, la suite des itérées (x,),en NE peut converger vers X, que
si elle est stationnaire égale a x..

Démonstration.
Puisque F est de classe €' et |F'(x4)] < 1, par continuité de F' en x,, il existe 6 > 0 tel que
Ji=[x«—0,xs+0]clet

K :=sup|F'(p)|<1.
te]

D’apres la proposition F; est contractante. De plus, pour tout x € J :
[F(x) = x| = |F(x) - F(x,)| = K|x - x| = K6 < 5,

donc F(x) € ], c'est-a-dire F(J) < J. Ainsi J est un intervalle fermé stable par F, sur lequel F est
contractante : le théoreme de point fixe de Banach-Picard s’applique, et donne que pour tout x € J,
la suite des itérées (x,),en converge vers 'unique point fixe de F dans J, qui est x..

[(i)] De méme, par continuité de F’ en x., il existe § > 0 tel que J:= [x. — &, x, + 8] < I et
K:=inf|F'(1)| > 1.
te]

Soit xp € J\ {x.}. Supposons par 'absurde que x, € J pour tout zn € N. Pour chaque n, I'inégalité des
accroissements finis appliquée entre x, et x, donne :

[Xp+1 = Xa| = |F(xp) — F(x4)| 2 K|x — X4,

d’oti, par récurrence :
vrneN, |x,;— X« =K"xp— Xl

Comme K > 1 et xy # X«, le membre de droite tend vers +oo, ce qui contredit |x, — x«| < d pour
tout n. Il existe donc n € N tel que x, ¢ J.

En particulier, si la suite (x,),en convergeait vers x. sans étre stationnaire égale a x., tous ses
termes appartiendraient a J a partir d'un certain rang, ce qui contredit ce qui préceéde. La suite
ne peut donc converger vers x, que si elle est stationnaire égale a x,. O

Définition 1.3.13. Sous les hypotheses du théoreme précédent, un point fixe x, est dit :
e attractif si |[F'(x,)| <1,
* superattractif si F'(x,) =0,

e répulsif si |F'(x.)| > 1.

Exemple 1.3.14. Soit F(x) = x*> sur I = R. C’est une fonction de classe €' sur I avec F'(x) = 2x. Les
points fixes de F sont les solutions de x? = x, c’est-a-dire 0 et 1.

En x, =0, on a F'(0) = 0, donc 0 est un point fixe superattractif : pour xo proche de 0, la suite (x,) sen
converge (tres rapidement) vers 0.

En x. =1,ona |F'(1)| =2 > 1, donc 1 est un point fixe répulsif. En effet, on montre par récurrence
que x, = xgn. On a donc:

+oo sixg>1
lim x,=<1 sixg=1
n—+oo

0 si0<xp<1

Ceci illustre bien la conclusion du théoreme précédent : la suite des itérées (autres que la suite
stationnaire en x.) s’échappe de tout voisinage de x.. <
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Dans le cas ou F'(x,) =0, la démonstration du théoréme précédent montre que F est contractante
au voisinage de x., de constante K aussi petite que 'on veut. La vitesse de convergence de (x;) en
est donc superlinéaire. Si on suppose que F est ¥, on montre en fait que la convergence est au
moins d’ordre 2.

Théoreéme 1.3.15. Supposons que F soit €2 sur I, que F'(x.) = 0 (x. est superattractif) et que |[F"| <
M sur I. Alors il existe un voisinage J < I de x. tel que F(J) c J, et pour tout xp € /, la suite des
itérées (x,)nen est bien définie et converge vers x. avec une convergence (au moins) quadratique.
De plus, si F”(x,) # 0, la convergence est exactement d’ordre 2.

Démonstration. Choisissons § >0 tel que J:=[x.—06,x«+d0]lcletd < 1%4
Montrons d’abord que F(J) c J. Soit x € J. Par la formule de Taylor-Lagrange en x., il existe { com-
pris entre x, et x tel que :

F(x) = F(x.) + F'(x,) (X — X)) + lF"(f)(x— X%,
=X :0 2

d'our: M M
|F(x) = Xs| < —|x— x> < —06% <6,
2 2
puisque M6 < 2. Ainsi F(x) € ], ce qui montre F(J) c J.

Soit maintenant xy € J. Puisque J est stable par F, la suite (x,);en €st bien définie et reste dans J.
Le calcul précédent, appliqué a x = x,,, fournit ¢,, compris entre x, et x, tel que :

1
Xpe1—Xe = F(Xp) — Xy = EF”(fn)(xn - x.)%,

donc :

M 2
[Xp+1 — X S?lxn_x*l .

En multipliant par 1;—4, on obtient :

M M 2
?Ixnﬂ—x*l < ?Ixn—x*l .

Comme X8 < 1, une récurrence immeédiate donne :

2
2 (M 2" 2 (M
[ X — Xa| < — [ —x0 — X«| < —|— — 0,
M\ 2 M\ 2 n—-+oo

donc (x,)zen cOnverge vers X, et cette convergence est (au moins) d’ordre 2.
Enfin, si F”(x.) # 0, comme ¢, — x, par encadrement et F” est continue, on a F"(¢,,) — F"(x.),
donc :

Ix x| IFH(X*)IIx X |2
n+1 L o 2 n *1
ce qui montre que la convergence est exactement d’ordre 2. O

Critere d’arrét D’apres la démonstration ci-dessus :

2 (M 2
[Xp — Xl < M(?Ixo—x*l) .

Si on dispose d’un encadrement a < x, < b avec b— a < =, alors en choisissant xy € [a, b], on a :
M

2 (M 2"
[Xp —Xs| = M(?(b_a)) .
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y=fXx)

\4
=

Xn+1

Figure 1.4 — Une itération de la méthode de Newton
. . .. 2n <1
Pour avoir |x, — x.| < ¢, il suffit de choisir n assez grand pour que %(%/[(b - a)) < g, c'est-a-dire :
(1.5)

Exemple 1.3.16 (Cas ot |F'(x.)| = 1). Dans le cas ou |F'(x,)| = 1, on ne peut rien conclure :

1. F(x) =sin(x), x« =0 et xg € [0, Z]. Puisque sin(x) < x sur [0, £], la suite (x,) ,en est décroissante
et minorée, donc elle converge vers I'unique point fixe de sin, c’est-a-dire 0.

2. F(x) =sh(x), x« =0 et xo > 0. Pour tout x = 0, sh(x) = x donc la suite (x,),en €St croissante.
Le seul point fixe de sh étant 0, la suite (x,),en ne peut pas converger, donc elle diverge vers
+00. <

Remarque 1.3.17. Dans le cas |F'(x,)| = 1, méme s’il y a convergence, on peut montrer que celle-ci
est trop lente pour que ce soit intéressant numériquement. <

1.4 Méthode de Newton

Supposons qu’'on dispose d’'une approximation xy d'un zéro x. de f. Le développement limité de f
en xy s’écrit :
f(0) = f(x0) + f' (2%0) (x = Xo) + 0(x = X)-

En négligeant le reste, résoudre f(x) =0 revient approximativement a résoudre :
f(x0) + f(x0) (x = x0) =0,
dont la solution x; est (en supposant que f’(xo) #0) :

B f(xo0)
f'(x0)
Géométriquement, on cherche le point d’intersection de la tangente en x, avec ’axe des abscisses.

Cette valeur x; est en général une meilleure approximation que xp. On recommence ensuite a partir
de la tangente en x, etc.

X1 :=Xo

Définition 1.4.1. La méthode de Newton est la méthode itérative définie par :

_ f(xn)
f,(xn)

Xn+1 = Xp

Xo donné.
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La bonne définition de la méthode de Newton n’est pas certaine a priori : rien ne garantit que f'(x,)
ne soit jamais nul, ni que la suite (x;) ,en reste dans l'intervalle de définition de f.

Remarque 1.4.2. Si on note F(x) = x— j{,(( x)), sa dérivée est :
PR Aot LCOVCO N OV AIC
f’(x)2 f’(x)z '
Si x. est un zéro de f mais pas de f’ (zéro simple), alors F(x.) = x. et F'(x,) =0 : x, est un point
fixe superattractif de F. <

Lemme 1.4.3. On suppose que f est €2 sur I et que f(x.) =0 et que f’ ne s’'annule pas sur I. On

note F(x) = x— jf,((fc) Pour tout x € I, il existe £ compris entre x, et x tel que :
() 2
F Xy = — X <
(%) 2 (x)( )
Démonstration. Soit x € I. Par Taylor-Lagrange, il existe { compris entre x, et x tel que :
fl/
0= f(x.) = f0)+ () (e = 0) + === - %)%

On réarrange cette égalité :

1! 1!
0=f(x)+f'(x) (x4 — x) + ! (6) (e —%)? = fOx—x)-fx) = fz(é) (X — x.)?
_ f(x) f”(f) _ 2
= X — Xy — 5 2f’(x)( Xs)
B " 2
<~ F(x) _Zf’( )( X)), O

Théoréme 1.4.4 (convergence quadratique locale). Supposons que f est de classe €2 sur [a, b], avec
fl@f(b)<0et f/>0sur [a,b]. On note F(x) = x— flx)

(i) II existe un unique x. €]a, b[ tel que f(x.) =

(i) 1l existe un intervalle J c [a, b] voisinage de x. tel que F(J) < J et pour tout xy € J, la suite
(xn) nen de la méthode de Newton est bien définie, converge vers x. et la convergence est au
moins d’ordre 2.

Démonstration. Lexistence et 'unicité de x. découlent du TVI et de la croissance stricte de f.
Puisque f’ et f” sont continues sur le compact [a, b], elles sont bornées et atteignent leurs bornes.

Posons :

max | f" (1)
_ t€la,b] f

min f'(¢
t(—:[ab]f()

D’apres le lemme|1.4.3|:

M 2
Vxela,bl, [|F(x)—x.< ?Ix—x*l .
Le reste est identique a la démonstration de la proposition|1.3.15 O

La convergence de la méthode de Newton est d’ordre 2, donc trés rapide (voir remarque[1.2.3) : au
voisinage de x., le nombre de chiffres exacts double a chaque itération de la méthode. Le critére
d’arrét (1.5) est valable pour la méthode de Newton, avec :
max Lf" @l
- min IF@r

tela,b
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Théoréme 1.4.5 (convergence globale). On suppose que f est €2 sur [a,b], que f' >0, " >0
sur [a, b], et que f(a)f(b) < 0. Alors pour tout xp € ]x«,b], la méthode de Newton est bien défi-
nie, converge en décroissant vers l'unique zéro de f dans [a, b], et la convergence est exactement
d’ordre 2.

Remarque 1.4.6. Le théoréme est valable plus généralement si f’ et f” sont de signe constant. En
effet, on se ramene aux hypothéses du théoreme en posant g(x) = +f(£x) :

* si f est concave, alors —f est convexe (mais de sens de variation contraire a celui de f);

* si f est décroissante, alors x — f(—x) est croissante.

En combinant ces deux transformations, il est toujours possible de se ramener au cas croissant

convexe. Lintervalle stable sera [a, x. [ ou ] x., b] selon les cas, et la suite (x,,) ey S€ra monotone. <
Démonstration. Si x = x., alors F(x) =x— ]f:,((?) < x, avec inégalité stricte si x > x..

Pour tout x € [a, b], d’apres le lemme il existe ¢ tel que

_ '@
2f')

avec inégalité stricte si x # x.. Par conséquent, pour tout x € ] x,,b],on a:

F(X) — X4 (x—x.)>=0, (1.6)

x. <Fx)<x<bh.

donc F(x) € 1x,, b]. Lintervalle ] x., b] est stable par F, donc pour tout xy € ] x,, b], 1a suite (x;),en de
la méthode de Newton est bien définie et vérifie :

Xi < Xp+1 = F(x,) < xp.

La suite (x,)nen €St strictement décroissante et minorée par x., donc elle converge. Sa limite est
I'unique point fixe de F dans [a, b], c’est-a-dire x..
De plus, d’apres le lemme appliqué a x,, il existe &, compris entre x, et x, tel que :

f"(&n) 2
|xn+1_x*|:|F(xn)_x*|:,—| n— Xl
2f (xn)
F"Cn) | fx) Ll / " 4 .
Par encadrement, ¢, — x. donc o~ Ty > 0 par continuité de f” et f"'. Par conséquent :
" (xs) 2
Xn+1 =Xl ~  ——|xp— x5,
e =5l o gy
donc la convergence est exactement d’ordre 2. O

Remarque 1.4.7. Si xg € [a, x«[, alors (1.6) montre que x; = F(xo) > x.. Par conséquent, si x; < b, on
est ramené au cas précédent, et la suite (x,) ey CONvVerge vers Xx.. <

Exemple 1.4.8 (Méthode de Héron). On cherche a calculer /a, ot a > 0. Pour cela, appliquons la
méthode de Newton pour résoudre x? — a = 0. En notant f(x) = x> — a, la fonction d’itération de la
méthode de Newton est :

(x) ¥*-a x+%
F(x)=x- ! =x- = X
f'(x) 2x 2
La méthode de Newton consiste donc a itérer a partir d'une approximation xy :
Xp+ o
Xn+1 = 2

Cet algorithme était connu des Babyloniens et des Grecs de I'antiquité, et porte le nom de méthode
de Héron (ou méthode babylonienne). A titre d’exemple, on a appliqué cette méthode pour calculer
V2 en partant de xp = 1.
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n Xn Erreur

0 1 107!

1 1,5 1072

2 | 1,416 666 666 666 666 5 | 1073

3 | 1,414 215686 2745097 | 1076

4] 1,4142135623746899 | 10712

5 | 1,414 2135623730950 | 10716

11 suffit de 5 itérations pour obtenir une valeur correcte a 16 chiffres significatifs (maximum permis
par l'erreur machine). <

1.5 Méthode de la sécante

Un probléme de la méthode de Newton est que f’ n’est pas forcément connue ou facilement calcu-
lable. L'idée est de remplacer la dérivée en x, par le taux d’accroissement entre x, et x,_; :

_ fxn) = f(xn-1)

Xn—Xn-1

f,(xn)

Géométriquement, on a remplacé la tangente en x, par la sécante aux points x, et x,—;, d'ot le
nom de cette méthode. La sécante a pour équation :

fxn) = flxp-1)
y=flp)+ ——————(x—xp),
Xn— Xn-1
donc elle intersecte I’axe des abscisses en :
Xn— Xn-1

Xn+1 = Xp

- f(xn) - f(xn—l) f(xn)

Notons que la suite (x,),en Vérifie une relation de récurrence d’ordre 2, elle nécessite deux valeurs
initiales x; et xj.

Définition 1.5.1. La méthode de la sécante est la suite définie par :

Xn — Xn-1
J&xn) = f(xn-1)

Xo # x; donnés

f(xn)

Xn+1 = Xp —

Comme pour la méthode de Newton, la bonne définition de la méthode de sécante et sa conver-
gence ne sont pas garanties a priori. On peut montrer que la méthode de la sécante est convergente
sous les mémes hypotheses que la méthode de Newton, et que la convergence est superlinéaire,
mais pas d’ordre 2.

Théoréme 1.5.2. On suppose que f est €2 sur [a, b], que f' >0, f" >0 sur [a, b], et que f(a) f(b) <O0.
Alors pour tous Xo, X1 € ] x«, b] avec x; < xp, la méthode de la sécante est bien définie et converge en
décroissant vers I'unique zéro de f dans [a, b].

Démonstration. Les hypotheses sur f impliquent I'existence et 'unicité de x, dans [a, b].
Montrons par récurrence la propriété Hy, : « x. < Xp4+1 < X, ». Linitialisation est vraie par hypothese.
Soit n = 1, supposons que H,_, est vraie. Puisque f est strictement croissante et que X, < X, < X1,

ona:
Xn—Xnp-1

T —fan n ) =0.
f(xn)—f(xn_1)> Fxn) > fx)
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y=fXx)

Xn+1

Figure 1.5 — Une itération de la méthode de la sécante

Par conséquent :
Xn —Xn-1

Fxn) = f(xn-1)
Montrons maintenant que x,4+; > X.. D’aprés le théoreme des accroissements finis appliqué a f
entre x, et x,_1, il existe &, € 1xp, x,—1[ tel que :

fxn) = f(xp-1)

Xn — Xn-1

Xp+1 = Xp — flxn) < xp.

= f/(fn)
De méme, appliqué entre x. et x,, il existe n, € 1x., x,[ tel que :

Fn) = fxn) = Fx) = f1 1) (X = X4).

Puisque x, <1, < X, <&, < x,-1 et que f” > 0 sur [a,b], la dérivée f’ est strictement croissante,
donc 0 < f'(n,) < f'(&y,). Par conséquent :

_ Xn—Xn-1
J ) = f(xn-1)
d’ol1 x;,41 > x.. Ceci acheve la démonstration de Hj,.

Par récurrence, on a montré que VYn e N, X, < X,4+1 < X,. La suite (x;),en est décroissante et mino-
rée, donc elle converge et sa limite ¢ € [x,, b] vérifie :

Xp41— Xs = (X — Xs)

f (nn)) >0,

n) = (Xp—X)|1-

_,_f©
o’
c’est-a-dire f(¢) =0. Lunique zéro de f dans [a, b] étant x., on a ¢ = x.. O
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Chapitre 2

Approximation polynomiale

Soit I un intervalle et f: I — R une fonction continue. L'objectif de 'approximation polynomiale est
de trouver un polynéme qui soit proche de f, en un sens a préciser. Lapproximation polynomiale
est a la base de nombreuses méthodes en analyse numérique. L'idée est de remplacer un objet com-
pliqué, la fonction f, par des objets plus simples, des polyndmes, qui sont facilement manipulables
par un ordinateur. C’est la technique qu’on emploiera au chapitre |3| sur le calcul approché d’inté-
grales : on remplacera la fonction qu’on souhaite intégrer par un polyndéme, dont on sait calculer
explicitement 'intégrale.

Dans tout ce chapitre, la fonction f sera supposée continue sur I. Quand I = [a, b] (intervalle fermé

borné), on notera |||, 1a norme sup sur [a, b] :

Vge€(abl), lgle:= sup Igx)l.

x€la,b)

On rappelle que toute fonction continue sur un compact est bornée et atteint ses bornes, donc le
supremum ci-dessus est fini et il est atteint (c’est un maximum). Enfin, on rappelle qu’'une suite de
fonctions (g;)nen converge uniformément vers g sur [a, b si et seulement si :

0.

lgn—8lloo

n—+oo

2.1 Interpolation de Lagrange

Dans cette section, on fixe xy, x1,..., X, des réels distincts de I'intervalle [a, b], appelés nceuds. Lin-
terpolation polynomiale consiste a déterminer un polynéme P, de plus bas degré possible, qui coin-
cide avec f aux points xy,...,x,. Lespoir étant que si P coincide avec f en suffisamment de points,
P(x) pourrait étre une bonne approximation de f(x) pour x € [a, b].

Si on considere les coefficients de P comme les inconnues du probleme, on est amené a résoudre
le systeme linéaire :
P(x0) = f(xo)

P(x1) = f(x1)
(2.1)

P(x,) = f(xn)

Pour P € R;[X], c’est un systeme linéaire a n+ 1 équations et d + 1 inconnues. Si ces équations sont
linéairement indépendantes (on verra que c’est le cas), on comprend qu’il faut d = n pour qu'une
solution existe, et d = n pour que celle-ci soit unique. On cherche donc P appartenant a R,[X].

Bien sfir, on pourrait calculer P en résolvant le systéme par la méthode du pivot de Gauss par
exemple (pour n petit, c’est certainement le plus simple). La matrice de ce systéme est la matrice
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de Vandermonde :

1 xo x(z) exg
1 x; x2 oo xP
1 x, x2 X

En général, c’est une mauvaise idée, et ce pour deux raisons :
1. D’une part, la résolution d’un systéme n x n par pivot de Gauss nécessite O(n3) opérations.

2. D’autre part, la matrice de Vandermonde devient numériquement presque singuliere dés que
n est un peu grand ou que des nceuds sont proches les uns des autres : une petite erreur sur
les données f(x;), ou une simple erreur d’arrondi commise en cours de calcul, peut alors se
traduire par une erreur énorme sur les coefficients de P obtenus, rendant le résultat inutili-
sable.

On va voir des algorithmes qui résolvent le probleme en O(n?) opérations, ce qui répond au
premier défaut. La question de la stabilité numérique est plus délicate : elle ne disparait pas sim-
plement en changeant de méthode de calcul, et dépend aussi du choix des nceuds d’interpolation
eux-mémes. Nous y reviendrons plus loin dans ce chapitre.

2.1.a Polynémes d’interpolation de Lagrange

On commence par montrer que le systéme (2.1I) possede une unique solution dans R,[X]. De plus,
on va exhiber une base de R, [X] dans laquelle la solution s’écrit simplement.

Proposition 2.1.1. Lapplication ®: R, [X] — R"*! définie par
VPER,[X], ®(P):=(P(x0),P(x1),...,P(xp))
est un isomorphisme. <

Démonstration. Lapplication @ est linéaire. Calculons son noyau. Soit P € Ker(®), alors pour tout
i € [0,n], P(x;) = 0. Puisque les x; sont distincts, P possede n + 1 racines. Or P est de degré au
plus n, donc P est le polynéme nul. Par conséquent, Ker(®) = {Og[x;} donc @ est injective. Puisque
dim(R,[X]) = dim(R"*1), ® est bijective. O

Corollaire 2.1.2. Pour tout (yg, ¥1,..-,Yn) € R™*! il existe un unique polyndéme P € R,[X] tel que :
Vie[0,n], Px)=y; <

Démonstration. Lapplication ® de la proposition [2.1.1| est un isomorphisme, donc elle est inver-
sible. Le polynéme P := ®~(yy, y1,..., y») est le polyndme recherché. O

Notons (eg, e1,...,e,) la base canonique de R"™!. Lapplication ®~! décrite précédemment étant li-
néaire, le polynéme d’interpolation prenant la valeur y; en x; s’écrit :

P=p!

n n 1
> J’iei) =) yid ' (ep).
i=0 i=0

Ainsi, il suffit de connaitre les ®!(e;) pour pouvoir calculer un polyndéme interpolateur prenant
n’'importe quelles valeurs aux nceuds x;.
Les polynémes L; = ®~!(e;) sont appelés les polyndomes interpolateurs de Lagrange. Ils satisfont :

i=j

1
Vi, je[o,nl, Li(xj)=5i,j={0 oy
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ou §; ; est le delta de Kronecker. Autrement dit, le polynome L; est de degré au plus n et a pour
racines x; pour tout j # i, il s’écrit donc :

LiX)=A]] (X -xp,

j=0
J#i
avec A € R. La condition L;(x;) =1 donne :
-1
n
A= H (x; — x]‘)
Jj=0
J#i

Définition 2.1.3. On appelle polyndomes interpolateurs de Lagrange aux nceuds xo, X1, ..., X, les po-
lynémes :

n X_x.

viel[o,nl, LiX):=]] L
j=0Xi = Xj
j#i

Exemple 2.1.4. Les polyndmes interpolateurs de Lagrange aux nceuds (xp, X1, X2) = (1,2,3) sont :

(X-2)(X-3) (X-D(X-3) (X-D(X-2)
L X)=——F—7"""7, LiX)=——, LX)=—7—r——. <

(1-2)(1-3) 2-1)2-3) B-1)3B-2)
Proposition 2.1.5. Les polyndmes (L;)o<;<, forment une base de R,[X]. <
Démonstration. La famille (L;)o<;<, est 'image de la base canonique de R par I'isomorphisme
o 1: R - R,[X], donc c’est une base de R,,[X]. O

Finalement, on a démontré le théoréme suivant.

Théoreme 2.1.6. Il existe un unique polynéme P € R, [X] satisfaisant P(x;) = f(x;) pour tout i €
[0, n]. Dans la base des polynomes de Lagrange, il s’écrit :

P(X)=)_ fx)Li(X).

i=0

2.1.b Calcul effectif du polynéme interpolateur

Notons P, le polynéme interpolateur de f aux nceuds xy,..., X;. La base des polyndmes de Lagrange
se préte mal au calcul effectif de P,,. En effet, I'évaluation de P, en un point x & partir de cette base
nécessite O(n2) opérations :

* pour chaque i € [0, n], calculer L;(x) nécessite O(n) opérations;

¢ calculer P,(x) nécessite de calculer une somme de n +1 termes, chaque terme cottant O(n)
opérations, soit O(n?) opérations au total.

De plus ce calcul doit étre entierement recommencé si on souhaite évaluer P, en un autre point.
Enfin, si on ajoute un nouveau nceud x4, tous les polynémes de Lagrange Ly,..., L, sont modifiés,
puisqu’ils dépendent de I'ensemble des nceuds.

On cherche donc une base mieux adaptée, dans laquelle le passage du polyndéme interpolateur P;_;
(aux nceuds xyp,...,X—1) au polynéme interpolateur P, (aux nceuds xy,...,Xx,) s'effectue par une
simple mise a jour, sans tout recalculer.
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Définition 2.1.7. On appelle polynémes de Newton associés aux nceuds xo,...,x, (dans cet ordre)
les polynémes :
k-1
Ykelo,nl, NeX):=]]X-xp),
i=0

avec la convention Ny(X) :=1.
Proposition 2.1.8. Les polyndmes de Newton (Ng)<k<, forment une base de R,[X]. <

Dans cette base, les coordonnées de P, se calculent par récurrence a partir des valeurs f(x;).

Définition 2.1.9. On appelle différences divisées les quantités définies par récurrence par :

flxo] = f(xo)
f[x1)-~-’xk+l] _f[xO)-'-)xk]
Xk+1 — X0

flx0,..o) X1l =

On peut voir les différences divisées comme une généralisation de la notion de taux d’accroisse-
ment. En effet, la différence divisée en 2 points est exactement le taux d’accroissement :

flx1] = flxol _ f(x1) = f(xo)

X1 — Xo X1 — Xo

f[x())xl] =

La différence divisée en trois points s’écrit quant a elle :

f(xz)—f(xl) f(xl)_f(x(])
f[xlrxz] _f[-x()rxl] — Xo—X1 - X1—Xo

X2 —Xo X2 — Xo

flxo0,x1, %21 =

Théoreme 2.1.10. Le polynéme interpolateur de f aux nceuds xy, x1,...,X, S'écrit dans la base de
Newton :

Py(X) =Y flxo,..., xk] Np(X).
k=0

La démonstration de ce théoreme s’appuie sur la proposition suivante.

Proposition 2.1.11. La différence divisée f[xy, ..., x,] est le coefficient du monéme X" du polynéme
interpolateur de f aux nceuds xg, X1, ..., Xp. <

Démonstration. Montrons-le par récurrence sur n. Si n =0, c’est trivial. Soit n = 1, supposons que
la proposition est vraie au rang n — 1, montrons-la au rang n. Notons :

* P, le polyndme interpolateur de f aux points xyp,...,X,;

* Qo:n—1 le polyndme interpolateur de f aux points xyp,..., X;—1;

* Q1. le polyndme interpolateur de f aux points xi,..., x,.

On a la relation :
(X = x0)Q1:n(X) = (X = x)Qo:n—1

Xn — Xo

Pn(X) =

En effet, si on note Q le membre de droite, on vérifie immédiatement que Q(x;) = f(x;) pour tout
i € [0, n]. Par unicité du polyndéme interpolateur de Lagrange, on a P,, = Q.

Par hypothese de récurrence, le coefficient du mondéme X "1 de Qp.n—1 et de Q;., sont respecti-
vement f[xo,...,Xn—1] et flx1,...,x,]. D’apres I'égalité précédente, le coefficient de X" de P, est

donc :
f[xl»---;xn]_f[xO;---;xn—l]

Xn = Xo ’

c’est-a-dire f[xy,...,x5]. Par récurrence, la proposition est démontrée. O

21



Corollaire 2.1.12. La quantité f[xo,..., X;] ne dépend pas de I'ordre des nceuds xy, ..., X,. <

Démonstration. Le polynéme interpolateur de f aux nceuds xy,..., x; ne dépend pas de I'ordre des
nceuds, donc ses coefficients non plus. En particulier, c’est le cas du coefficient de X", c’est-a-dire
flxo,..., Xnl. O

On peut maintenant démontrer le théoréme|2.1.10|donnant I'expression du polyndme interpolateur
dans la base des polyndmes de Newton.

Démonstration du théoremel2.1.10. Pour tout k € [0, n], notons Py le polynome interpolateur de f
aux nceuds x, ..., Xk.

Alors Py — Py_; s’annule en xy,...,xx_1, donc il est divisible par Ny. Comme deg(Py — Px_1) <k, le
quotient est un scalaire. Le coefficient de X* dans Py — Py_; étant f[x,...,x;] d’aprés la proposi-

tion[2.1.11} on a I’égalité :
Pr(X) = Py (X) = flXo, ., Xk] Ny (0.

Par télescopage, on en déduit :
n
Pp(X) =Po(X) + ) (Pr(X) = Pr_1(X))
k=1

= f(xo)+ Y flxo,..., Xk] Ni(X)
k=1

= Z f[xO’-«-’xk]Nk(X)' =
k=0

Algorithme des différences divisées. On organise les différences divisées en un tableau triangu-
laire a double entrée : pour i € [0, ] et k € [0,n— i], on note D; i := f[x; Xit1,..., Xi+k].

1. Initialiser D; o = f(x;) pour tout i € [0, n].
2. Pour k allantde 1l an:

Dii1,k-1—Dijr
Xitk — Xi

Vielo,n—kl, Djj=

3. Les coefficients recherchés sont ceux de la premiere ligne : Dy, k € [0, n].

Exemple 2.1.13. Avec 4 points :

D.y() D.yl D.,2 D-,3

xo | f(x0) flxo,x1]  flxo,x1,x21  flxo, X1, X2, X3]
x1 | fx1)  flx,x]  flxi, x2,x3]
X2 | f(x2)  flxo,x3]

x3 | f(x3)

Par exemple, pour f(x) == ﬁ et (xg, X1, %2, x3) :=(-1,0,1,2) :

Dgyo D‘,l Do,z DO,S

-1/ 05 05 -05 02
0 1 -0,5 0,1

1 05 -03

2 0,2
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1+x?

Figure 2.1 - Interpolation de f(x) = aux nceuds —1, 0, 1 et 2.

Par conséquent, P3(X) =0,5+0,5(X+1)—0,5(X + 1) X +0,2(X + 1) X(X — 1). La figure représente
les graphes de f et de Ps. <

Remarque 2.1.14.

1. Chaque case du tableau nécessite 2 soustractions et 1 division, donc le calcul du tableau né-
cessite O(n?) opérations.

2. Une fois le tableau calculé, on peut évaluer le polynéme interpolateur en un point x en O(n)
opérations en utilisant une variante de la méthode de Horner (cf. TP2). Si on veut évaluer en
un autre point x’, inutile de recalculer le tableau.

3. Si on veut ajouter un nceud x,41, il suffit de calculer n cases supplémentaires, soit O(n) opé-
rations. <

2.2 FErreur d’'interpolation

Quitte a renuméroter les nceuds, on suppose que xp < xj < - < x,. On note P, le polynéme inter-
polateur de Lagrange de f aux nceuds Xy, ..., X,. On note également :

n
M, (X) = [T(X = x2).
i=0

Lerreur ponctuelle commise entre f et son polynéme interpolateur est donnée par le théoréme
suivant.

Théoreme 2.2.1. On suppose que f est continue sur [a, b] et n+1 fois dérivable sur ]a, b[. Pour tout
x € [a, b], il existe ¢ € |min(xg, x), max(x,, x)| tel que :

FeDE

f(x)=Py(x) = T

I, (x).

Lemme 2.2.2 (Rolle itéré). Soit g: [a, b] — R une fonction continue sur [a, b] et n fois dérivable sur
la, bl. On suppose qu'il existe ¢y < ¢; <--- < ¢, dans [a, b] tels que g(c;) = 0. Alors il existe & € ]cy, cpl
tel que g (&) = 0. <

Démonstration. Par récurrence sur n. Pour n =1, c’est le théoreme de Rolle. Soit n = 1. Supposons
le théoreme vrai pour n, démontrons-le pour n + 1. Par le théoreme de Rolle, il existe y; € |c;, ci+11
tels que g’(y;) = 0. Par hypotheése de récurrence, il existe ¢ € ]yg, Yn-1[ < 1co, cnl tel que (g')(”) & =0,
c’est-a-dire g(”“) &) =0. O

Démonstration du théoremel2.2.1L Soit x € [a, b]. Si x est 'un des x;, 'égalité est triviale. Supposons
que x ¢ {xp,..., Xp}. Notons R(x) = f(x) — P,(x) et Fy(t) = R(H)[1,(x) — R(x)I1,(t). La fonction F, s’an-
nule en n+ 2 points :
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e Fy(x;) =0 pour tout i € [0, n], car R(x;) =0 et I1,(x;) =0;
* Fy(x) = R()IT,(x) — R(x)I,(x) = 0.

Par le lemme de Rolle itéré, il existe ¢ € Jmin(xp, x), max(x,, x)[ tel que F (n+1) () =0, c’'est-a-dire :
RV (OI, (x) = ROIYD ().
Or TV est constant égal a (n+1)! et RV (&) = F+D (&) car PV =0, d’otx

_ _ "o
f(x)=Py(x) = D! I1, (x). O

Corollaire 2.2.3. Si f est de classe € "+l gur [a, b], alors :

ILF " Voo

”f_Pn“ooS (I’l+1)!

11151l oo- <
Remarque 2.2.4. Lerreur d’interpolation se décompose donc en deux facteurs de nature différente :
le terme || f""V ], qui dépend uniquement des caractéristiques de f mais pas des nceuds, et le
terme ||T1, o0, qui ne dépend que de la répartition des noeuds xy,...,x, et non de f. Cette majo-
ration suggere qu'on pourrait espérer faire tendre 1'erreur vers 0 en augmentant indéfiniment le
nombre de nceuds 7, a condition de bien choisir leur répartition pour contréler ||[I1,[s. C’est loin
d’étre automatique, comme on le verra dans la sous-section suivante. <

Pour finir, les théoremes [2.1.10] et ont pour conséquence le résultat suivant, qui généralise le
théoréeme des accroissements finis.

Corollaire 2.2.5 (accroissements finis généralisés). On suppose que f est continue sur [a, b] et n fois
dérivable sur ]a, b[. Pour tous réels distincts xg < -+ < x,, de [a, b], il existe ¢ € ] xp, x,[ tel que :

Fm@

n!

f[x()v---,xn]: <
Démonstration. Soit P,_; le polyndme interpolateur de f aux nceuds Xy, ..., X,—1. D’apres le théo-
reme 2.2.1} il existe & € ] xg, x,[ tel que :

F @)

f(xn) —Pp_1(xp) = oy

IT;—1 (xp).
Par ailleurs, le théoréme [2.1.10|nous donne :
f(xn) = Pp_1(xp) = Pp(xy) — Pp_1(xy,) = f[XO» ooy Xl Ny (xp).

En remarquant que :
n—1
Hp-1(xn) = Np(xp) = H (Xp—xi) #0
i=0

(n)
on déduit des égalités précédentes que I n!(‘() = flxo,..., Xnl. O

n+l1

En particulier, les différences divisées restent bornées par || "+, quelle que soit la position des

nceuds dans [a, b].
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2.3 Convergence uniforme et choix des nceuds

Considérons des nceuds xy, ..., X, et notons P, le polyndme interpolateur de f en ces nceuds. On se
demande comment évolue I'erreur de P, par rapport a f lorsque le nombre de nceuds augmente :
converge-t-elle vers 0? Autrement dit, a-t-on convergence uniforme des polynémes interpolateurs
vers f lorsque n tend vers +oo?

Proposition 2.3.1. On suppose que f est € sur [a,b]. Si 41" lloo(b—a)" — 0, alors quels que
soient les nceuds, (Py)en converge uniformément vers f sur [a, b]. <

Démonstration. D’apres le corollaire 2.2.3]:

I £ o

”f_pn“ooS (l’l+1)!

M7 lloo-

Or, pour tout x € [a, b], on a :

M) =[]Ix—xil < [[b-a@) = b-a)"*".

i=0 i=0
Par conséquent, || f — Pyl < (nil)! I F7 Do (b — @)"*!. Cette quantité tend vers 0 par hypothése,
donc (Py) nen converge uniformément vers f sur [a, b]. O

Exemple 2.3.2. Cette proposition s’applique par exemple si les dérivées de f sont uniformément
bornées sur [a, b], c’est-a-dire si AIM >0, VreN, || f o < M.

Par exemple, si f(x) = e*, alors | f(") loo = el pour tout n. Par conséquent, quels que soient les
neeuds d’interpolation, (P,),en converge uniformément vers f sur [a, b]. <

Cette derniére proposition donne un critere de convergence indépendant de la position des nceuds.
Mais cette majoration est trés pessimiste en général : pour que ||I1,]lo = (b— a)""!, il faudrait que
tous les nceuds soient égaux a I'une des bornes de I'intervalle! On peut espérer améliorer ce résultat
si on répartit mieux les nceuds.

2.3.a Nceuds équidistants

On considere la subdivision réguliere de [a, b] en n intervalles (donc n + 1 nceuds) :
Vie[0,n]l, x;=a+ih

avec h= b;n“ le pas de la subdivision.

Lemme 2.3.3. Pour les nceuds équidistants, on a 'encadrement :

n!
"= <)l < A 0! <
4n e

Remarque 2.3.4. D’apres le lemme ci-dessus :

1 (b—a)™n (b—a)**n!
— < |Mllec S ————

4n ph+l nht+l

En utilisant la formule de Stirling n! ~ 27m”+%e‘”, on a
(b—a)"n! \/—(b—a)"“n’”%e‘" 2me(b—a)"!
nn+1 ~V2n nn+1 = \/ﬁ e

Ainsi, il existe des constantes C,C’ > 0 telles que pour n assez grand :

C b-a n+1 C/ b-a n+1

( ) = ”Hn”oo = _( ) .
nvn vnl e
n+1

Lordre de grandeur de ||I1; |, est donc (%) , si on ne tient compte que du terme géométrique.

<
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Figure 2.2 — Graphe de ¢5(f) = H?ZOI t—i| sur [0,5]. Conformément a la preuve, les bosses sont les
plus hautes prés des bords de l'intervalle ([0, 1] et [4,5], ou @5 dépasse 16), et les plus basses au
centre (ou @5 ne dépasse pas 4).

Démonstration. Soit x € [a, b]. On écrit x = a+ th avec t € [0, n]. On a alors :
n n n
M)l = [lx—xi1=[[Ia+ th) - (a+ ik =" []Ie—1l
i=0 i=0 i=0
Notons ¢, () = H;?:()It— i|, pour t € [0, n]. On remarque que V¢ € [0,n], ¢,(n—1t) = @,(f) donc la
fonction ¢, est symétrique par rapport a 4, on peut donc restreindre I'étude a I'intervalle [0, 5].
Pour t€[0,n]\N,on a:
pnt-1) T 1t-G+Dl jr—(n+1D)| _ n+1-t
Pn(1) T ,le—il |11 t

(pn(t_l)
@n(1)

donc > 1 sur [1, 5] \N. Par conséquent, pour tout k € N compris entre 1 et 5 —1:

max @n(f)> max qon(t)
telk—1,k] telk,k+1

En particulier, le maximum de ¢, sur [0, %] est atteint dans [0,1] (et aussi dans [n — 1, n] par symé-
trie) :

max t max t max t
ol #n n(t)= [0,11(‘0”( )= e (n—1,n 1%( )

Pour ¢t €[0,1], on a d'une part :
n n n
e =[JIt-il=t]JG-0=<]]i=
i=0 i=1 i=1
et d’autre part :

oul3) =11

i=0

n-1 (n-1! n!

1 | 12 1 I nl
_EU( ) 2n+1H(21—1) 2+11‘[2 YRy

——i
2

Par conséquent, on a I'encadrement :
n!

— < max )< nl
4n telo, n](pn( )
d’ot1 ’encadrement : \
n!
R — < max |, (x)| < Bl m
4n  xela,b)

Remarque 2.3.5. La preuve montre que le maximum est atteint aux bords de l'intervalle [a, b]. En
effet, la fonction ¢ de la preuve atteint son maximum dans les intervalles [0,1] et [n -1, n], ce qui
correspond aux intervalles [a,a+ h] et [b— h, b] avec h = b;n“. Ainsi, 'interpolation avec des nceuds
équidistants produit des erreurs plus importantes aux bords de I'intervalle qu’en son centre. <

Proposition 2.3.6. Si f est € "+ gur [a, b), alors le polyndéme P, interpolateur de f aux nceuds équi-
distants sur [a, b] vérifie :

||f(n+1)||oo(b_ a)?l+1
-P < .
I f = Pnlleo "

n+1
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Figure 2.3 — Interpolation de la fonction de Runge f(x) = ﬁ (bleu) par un polynéme aux nceuds

équidistants (rouge), pour n = 6 (gauche) et n = 10 (droite). Plus n augmente, plus les oscillations
pres des bords +1 s’aggravent, alors que f elle-méme reste bornée par 1.

2.3.b Phénomene de Runge

On a vu au corollaire que l'erreur d’interpolation est majorée par le produit || £V || 1T, lloo-
On pourrait donc penser qu'il suffit d’augmenter indéfiniment le nombre de nceuds 7 pour rendre
cette erreur aussi petite que I'on veut. L'exemple suivant, dit a Runge, montre que non : pour des
nceuds équidistants, il existe des fonctions f pourtant €*° (et méme analytique) pour lesquelles
| f — Pulloo diverge vers +oo quand n — +oo. Plus on augmente le nombre de nceuds, plus I'approxi-
mation de la fonction se dégrade!

On considere la fonction :

Si x| < é, un développement en série entiere donne :

+00
=Y~k 502K,
R T

[ =
Pour 7 pair, on a donc | f"(0)| = 5"n!, ce qui montre que || f"” | = 5"n!. Cette minoration donne
le bon ordre de grandeur de la dérivée n-ieme, y compris pour n impair. En effet, on peut montrer
que :

—

(m) ~ 5"nl
If Moo~ _ 577!

Or pour des nceuds équidistants sur [—1,1], on a montré que ||I1,]l« était d’ordre (%)m , donc il
existe C > 0 tel que pour n assez grand :

” (n+1) ” 10 n+1
u”“n”oo = C( )
(n+1)!

+o00.

n—-+oo

En soi, le fait que le majorant de || f — P, |l diverge ne prouve rien. Mais on peut montrer || f — P |l o
que diverge effectivement (voir Demailly, 2016, chap. II, section 2.3).

On illustre cette divergence avec la figure On peut voir que lorsque n augmente, le polyné6me
interpolateur oscille de plus en plus aux bords de I'intervalle. C’est ce qu’on appelle le phénoméne
de Runge. Linterpolation sur des nceuds équidistants produit généralement ce phénomene d’oscil-
lation aux bords.
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2.3.c Nceuds de Tchebychev

Les nceuds équidistants ne sont pas le meilleur choix qu'on puisse faire pour interpoler une fonc-
tion. Reprenons la majoration de I'erreur :

1" Moo

”f_Pn”ooS (I’l+1)!

M7 lloo-

Si on cherche a minimiser ce majorant indépendamment de la fonction f, il faut répartir les nceuds
de sorte a minimiser [|I1,]lc. Sur [-1,1], on peut montrer que |[II,]l, est minimal lorsque I1, =
zi,lT w1 OU Tyyp est le (n+ 1)-iéme polynéme de Tchebychev (voir [Yger et Weil, 2009, p. 91). Les
nceuds correspondants sont les racines de ce polynome et sont appelés les nceuds de Tchebychev.

Définition 2.3.7. On appelle polynomes de Tchebychev les polynomes (7},) ;e définis par :

VxeR, T,(x):=cos(narccosux).

Proposition 2.3.8. Les polyndmes de Tchebychev satisfont la relation de récurrence :

Ty1(x) =2xT,(x) — Th—1(x)
To(x)=1
i(x)=x

En particulier, ce sont bien des polynémes. De plus, T}, est de degré n et de coefficient dominant
2"~1 pour tout n> 1. <

Démonstration. Les expressions de Ty et T} sont claires au vu de la définition. Notons 6 := arccos x,
de sorte que Ty (x) = T(cosB) =cos(nf). Pour n=1,0ona:
Tn1(x)+ Ty_1(x) = cos(nf + 0) + cos(nb —6)
= 2cos(n6) cos(0)
=2xTyh(x),
d’ou la relation Tjy41(x) = 2xTy(x) — Ty—1(x). Puisque Ty(x) =1 et T1(x) = x, on montre par récur-

rence que T}, est un polynome de degré n pour tout n € N, et que son coefficient dominant est 2"~}
pour tout n € N*, O

Proposition 2.3.9. Le polynome T, possede n racines réelles distinctes, données par :

2k + 1)7r)
2n

X; = COS , kel0,n-1]. <

Démonstration. Soit xeR.On a:
T,(x) =0 < cos(narccosx) =0

7T
< dk€Z, narccosx = ) + kn

n  kn
< JkeZ, arccosx=—+ —
2n  n
2k+1)m
< dkeZ, arccosx = ———.
2n
Or, arccos(x) € [0, 7], et les seules valeurs de k € Z pour lesquelles (2162% est compris entre 0 et
sont k=0,1,...,n—1. Ainsi, T),, possede n racines réelles distinctes :
2k+ 1)
X; = COS ;), ke[0,n—1].
2n
Puisque T, est de degré n, il n'a pas d’autres racines. O
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Les n+1 racines de T+, sont appelées les nceuds de Tchebychev d’ordre n sur [—-1, 1]. Pour obtenir
les nceuds de Tchebychev sur un intervalle [a, b] quelconque, il suffit d'utiliser la bijection affine :

-1,11 — la,b]

Définition 2.3.10. On appelle nceuds de Tchebychev d’ordre 7 sur [a, b] les noeuds :

) at+b b-a Ri+Drm
Yie[0,n], x;= Ccos

+
2 2 2n+2

Si on considére les nceuds de Tchebychev sur [-1,1], alors :

M lloo = 2_n” Thiilloo = o’

car T,,4) est borné par 1 et la borne est atteinte en 0. Si on considere les nceuds de Tchebychev sur
[a, b] quelconque, la bijection affine avec [—1,1] nous permet d’obtenir :

b-a n+l 1 b-a n+1
L, lloo = ( ) - = ( ) .

2 2n 4
Proposition 2.3.11. Si f est de classe €""! sur [a,b], le polynome P, d’interpolation de f aux
nceuds de Tchebychev d’ordre n sur [a, b] vérifie :

1F" Voo Xz(b—a)”“.

-PpP <
I f = Pnlloo D! 2

Remarque 2.3.12. Dans le cas de la fonction de Runge f(x) = Wls;cz sur [—1,1], si on utilise les
nceuds de Tchebychev, notre majoration de I'erreur devient :

||f—Pn||oo=0((g)n+l).

C’est mieux que le O((lO/e)”“) des noeuds équidistants, mais ¢a ne suffit toujours pas pour la
convergence. Néanmoins, on peut montrer que les polynémes d’interpolation sur les noeuds de
Tchebychev convergent bien uniformément vers f (c’est en fait le cas pour toute fonction Lipschit-
zienne). A titre de comparaison, la figure montre les polynémes interpolateurs de f aux nceuds
équidistants et aux nceuds de Tchebychev, pour n = 10. On voit qu'avec les nceuds de Tchebychey,
le phénomene de Runge (oscillations aux bords) disparait. <

Nceuds T, oo

Quelconques | O((b—a)™*!)

.. n+1
Equidistants (u)

Tchebychev ( b-a ) "

Table 2.1 — Ordre de grandeur de ||I1, |l pour les différents choix de nceuds. Comme e = 2,718 < 4,
les nceuds de Tchebychev ont une constante ||I1, ]|, beaucoup plus petite que les nceuds équidis-
tants.

29



—1\/ 0 \/1' 1 0 1

Figure 2.4 — Interpolation de la fonction de Runge f(x) = ﬁ (en bleu) par un polyndéme de degré

10 (en rouge), aux nceuds équidistants (a gauche) et aux nceuds de Tchebychev (a droite). Les points
noirs marquent les nceuds d’interpolation.

2.4 Stabilité de l'interpolation de Lagrange

Jusqu’ici, on s’est intéressé a la qualité de 'approximation de f par P,, en supposant les valeurs
f(x;) connues exactement. En pratique, on n’en connait qu'une approximation : erreur de mesure
si f provient de données expérimentales, ou simplement erreur d’arrondi si f(x;) est calculée en
machine.

Soit 7; une valeur approchée de f(x;). Notons P, le polynome interpolateur prenant la valeur 7; en
x;. On souhaite estimer 1'écart entre P, et P,, le polyndme interpolateur pour les valeurs exactes.
Soit x€[a,b],on a:

|Pp(x) = Pp(0)] = | Y (f(xi) = 7)Li(x)

i=0

n

1
n

IA

|f(x) = i |IL; ()]

i=0

< max|f(xl~)—37i| X Z|Li(x)|-

O<i=n iz0
Si on note Ay = SUP (g5 1ol Li (%), alors :
I1Pn = Prlloo < Ap max |f(xi) - 7il. 2.2)

Cette constante Ay, qui ne dépend que des nceuds (x;)g<j<n, S'interpréete comme le facteur d’ampli-
fication des erreurs du procédé d’interpolation de Lagrange. Plus elle est grande, plus I'interpolation
est instable : une petite erreur sur les valeurs f(x;) peut se traduire par une grosse erreur sur le po-
lyndéme d’interpolation.

Définition 2.4.1. On appelle constante de Lebesgue associée aux nceuds xy, ..., X, le réel :

n
Ap:= sup )Y |Li(x)l,

x€la,b] i=0

ol (L;)o<i<n sont les polyndmes d’interpolation de Lagrange des (x;)o<i<n-

La majoration (2.2) n’est pas améliorable : il existe des fonctions pour lesquelles c’est une égalité.
C’est ce qu’on démontre dans le théoreme suivant.
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Théoreme 2.4.2. Soit £, : € ([a, b]) — R, [X] 'application qui a toute fonction associe son polynéme
interpolateur de Lagrange aux nceuds Xy, ..., X;. On munit € ([a, b]) et R,[X] de la norme ||l sur
[a, b]. Alors &£, est une application linéaire continue, et :
1L fllloo
reetabvior 1 flloo

n»

ou A, est la constante de Lebesgue.

Remarque 2.4.3.

1. Plus généralement, si (E, ||I-llg) et (F |-l r) sont des e.v.n. et ®: E — F une application linéaire,
alors ® est continue si et seulement s’il existe C > 0 tel que Vx € E, |P(x)||lr < Clixllg. On
définit alors la norme subordonnée de ® comme :

D)

el =
xeE\og IxllE

On a donc:
VxeE, [PX)Ir=IPllxlE,

et [|®]| est la plus petite constante pour laquelle I'inégalité ci-dessus est vraie pour tout x € E.
On peut montrer que || - | définit une norme sur % (E, F), 'espace des applications linéaires
continues de E dans F.

2. Le théoréme précédent affirme donc que [| L, |l = Ap. Ainsi, | Zx(flllco < Anllflleo pour toute
fonction, et A, est la plus petite constante pour laquelle cette inégalité est toujours vraie.

3. Si f (x) estla valeur approchée de f(x) qu’'on calcule en pratique, avec une erreur || f —flloo <&,
alors l'erreur sur le polynéme d’interpolation est majorée par :

1 L0 f1 = Ll flllco = 1 Lalf = fllloo < Anll f = flloo < Ape.

4. On peut montrer que A, — +oo quels que soient les nceuds : I'interpolation est une procédure
de plus en plus instable quand on augmente le nombre de nceuds. En revanche, la vitesse a
laquelle A, diverge dépend du choix des nceuds. <

Démonstration.
e Linéarité. Soient f,g € €([a,b]) et A € R. Par définition, £, [f1(x;) = f(x;) et £,[g] = g(x;) pour
tout i € [0, n]. Posons P, := A L, f]1+ £ylgl. Alors P, € R, [X] car Z,(f], £nlgl € R,[X]. De plus :

Viel0,nl, Pu(xi)=ALulf1(xi)+ ZLnlgl(xi) = Af(xi) + g(xi).
Par unicité du polynéme interpolateur de Lagrange, on a P, = £, [Af + gl, C’est-a-dire :
AL f1+Lnlgl = LnlAf +gl.

» Continuité. Soit f € €([a, b]) et soit x€ [a,b].On a:

|<Lnf1(0)] =

n
Y fx)Li(x)
i=0

< Y If DL (x)]
i=0

< flloo Y_ILi(x)]

i=0
<1 flloo % Ap.
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Cette majoration étant vraie pour tout x € [a, b], on en déduit que :

1Zn[fllloo = Anll flloo-

Par linéarité, on a donc pour tous f,g e € ([a,b]) :

Ainsi, £, est Lipschitzienne, donc elle est continue.

o Norme subordonnée. D’apres le calcul précédent, on a :

1ZLnlf1llo
I flloo

Nous allons construire une fonction f € € ([a, b])\{0} telle que || £, [ f1lloo = Anll flloo, CE qUi prouvera
I'égalité :

Vfe€(la, b)) \{0}, = Ap.

1ZLnlflllco
TR A
reeapno Il

La fonction x — Z?:0|Li(x)| est continue sur [a, b], donc elle atteint son maximum :

3 € la,bl, ZIL () = max ZIL (X = Ay

i=0 x€la,bl 5o

On définit f affine par morceaux telle que || flloo =1 et f(x;) =sgn(L;(<)).

n
NGE Zf(xl)L © = ngn(Litf))Li(é)=Z|L,~(é)|:An:An||f||oo.

=0 i=0
Par conséquent, || Z;(flllco = ZLnlf1(€) = Apnll flleo- Linégalité contraire étant toujours vraie, on a
montré que pour cette fonction f, on a | Z;[f1lleo = Anll flleo, ce qui conclut la preuve. O

Exemple 2.4.4.

1. Pour des nceuds équidistants, on peut montrer que A, ~ ﬁ La constante de Lebesgue
croit exponentiellement vite vers +oo. Par conséquent, I'interpolation sur des nceuds équidis-
tants devient rapidement tres instable. C’est pourquoi méme si | f — Pylloo — 0, il n’est pas
recommandé de faire une interpolation avec beaucoup de nceuds dans le cas équidistant.

2. Pour les nceuds de Tchebychev, on peut montrer que A, ~ %ln(n). La constante A, croit tou-
jours vers +oo, mais tres lentement. En pratique (c’est-a-dire pour des valeurs de n modérées),
on peut considérer que l'interpolation sur des nceuds de Tchebychev est stable. <

2.5 Théoreéme d’approximation de Weierstrass

On l'a vu avec 'exemple de Runge, les polyndmes d’interpolation de Lagrange ne convergent pas
nécessairement vers f lorsque n — +oo. Néanmoins, le théoréme d’approximation de Weierstrass
affirme qu'il existe toujours une suite de polynomes (mais pas forcément des polynémes d’interpo-
lation) qui converge uniformément vers f sur [a, b].

Théoreme 2.5.1 (approximation de Weierstrass). Pour toute fonction continue f: [a, b] — R, il existe
une suite de polynémes (Py,) ,en qui converge uniformément vers f sur [a, b].

Remarque 2.5.2. Si on note F I'ensemble des fonctions polynomiales définies sur [a, b], le théoréme
d’approximation de Weierstrass est équivalent aux affirmations suivantes :

1. Vfe%€(la,bl),Ve>0,3PEF, ||f— Pl <E&.
2. F=%(la, b)), oi1 F désigne I'adhérence de F
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On dit que F est dense dans 6 ([a, b]). <

Il existe plusieurs démonstrations du théoréme d’approximation de Weierstrass. On donne ici une
démonstration constructive, basée sur les polyndmes de Bernstein, donnant explicitement une suite
de polyndémes qui converge vers f.

Définition 2.5.3. On appelle polynomes de Bernstein associé a f les polynomes :
& (K (7] ok n—k
vneN, BulflX)=) fl=|l, |Xx*a-x""%,
im0 \nJ\k

w7 = o

Démonstration du théoreme[2.5.1l 11 suffit de prouver le théoréme pour [a, b] = [0, 1]. En effet, sup-
posons que le théoréme est vrai sur [0,1], et montrons qu’il est vrai sur tout intervalle [a, b]. Si
fe%€(a,b]), on pose g(t) := f(a+ t(b— a)) pour tout ¢ € [0,1]. La fonction g est continue sur [0, 1],
donc il existe une suite de polynémes (Q;) ,eny qui converge uniformément vers g sur [0, 1]. On pose
alors P, (x) := Qn(ﬁ). La suite de polynomes (P;) ey converge uniformément vers f, en vertu de
I'égalité :

xznl’)bllf(x) ~Py(0)| = xib?b]|g(z:2) - Qn(%” = tzl[g)l]lg(t) —Qu()| —0.

Démontrons le théoreme sur [0, 1]. Soit f € €([0,1]). On va montrer que la suite des polynomes de
Bernstein associés a f converge uniformément vers f sur [0, 1].

Soient x € [0,1] et € > 0. On considere S,, une variable aléatoire de loi binomiale %8(n, x), et on note
X, = %Sn. Alors par le théoreme de transfert, on a B, [f](x) = E[f(X,,)]. Par linéarité de I'espérance
et par inégalité triangulaire :

| f(x) = Bl f1(0)| = [ELf ()] —ELf (X)]| < E[| f(x) — F(X)]].

Soit > 0, on considere I'évéenement Ag := {an —x|=6 } et on note 14, la fonction indicatrice de As.
On décompose par linéarité :

E[| 00 = FOG]] = E[| £ = FOG)| 14, ] +E[| £00 = £ [1 |.
On étudie ces deux termes séparément :
e D’une part, pour tout 6 >0, on a:
E[|f(x) = fF(X)|14;] SE[21 fllooTa5] = 21 Flloo E[14;] = 21 flloo P(As).
On utilise alors I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

P(As) = P(X, — x| 2 8) = P(S, — nx| = ng) < von) _ x0-0 _ 1

n282  né2 4né?’
car x(1—-x) < i sur [0, 1]. Par conséquent :
E[|f(x) = f(Xn)|14,] < [fleo (2.3)
°17 2né2

e D’autre part, f est uniformément continue sur [0, 1] par le théoreme de Heine, donc il existe
6(e) >0 tel que:
€
Yu,vel0,1], |lu-vl<dél) = |f(w)—-fv)l< 3

On applique cette proposition avec u = x et v = X, : sur I'événement AS

Sy Ona |x—X,| <d6(e),
donc | f(x) - f(Xy)| < §. Par conséquent :

[E[|f(x)—f(Xn)|1]Ac ]SE[gﬂAc ]sg 2.4)

6(e) 8(e)
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En combinant les majorations (2.3) et (2.4) avec 6 = §(¢), on obtient :

Ifleo €
v 0,1], -B < —.
x€[0,1], |f(x)—Bulf1(x)] TR
Le majorant est uniforme en x, donc :
Ifleo €
-B < —.
”f "[f] ”oo 21’16(8)2 2
Ainsi, pour tout n = E”g(lg‘;, ona ||f—Bn[f] ||OO <e. O

Remarque 2.5.4. Pour une fonction Lipschitzienne, on peut montrer que :

I ~Eatfilo=0[ =)

ce qui est sous-optimal. Les polynémes d’approximation de Jackson, d’autres polyndmes congus
pour approcher f mais dont la construction est plus délicate, ont une vitesse de convergence en
O(4) (voir Demailly, 2016, chap. II, section 3). <

2.6 Approximation quadratique

2.6.a Norme intégrale a poids

On s’intéresse maintenant a 'approximation polynomiale pour la norme 2 sur [a, b] :

1

11l = Uabf(x)zdx)z.

Contrairement a la norme |||, cette norme est euclidienne, c’est-a-dire qu’elle provient d'un pro-
duit scalaire :

b
Ifla=+/<f. f), avec (f,g):= f F0g(x) dx.

Plus généralement, on s’intéressera a des normes euclidiennes définies par une intégrale sur un
intervalle I non nécessairement fermé ni borné.

Définition 2.6.1. Soit w: I — R} une fonction continue strictement positive, appelée fonction poids,
telle que :

VneN, fxzn w(x)dx converge.
I

On note 6(I, w) I'ensemble des fonctions f continues sur I pour lesquelles :
ff(x)zw(x) dx converge.
I

Sur €(I, w), on définit le produit scalaire (:,-) :

Vf,ge €, w), <f,g>w:=f1f(x)g(x)w(x)dx.

On note |-||, 1a norme associée :

v Cglr ) w= ) w = 2 d)z-
feed,w), flw=+\/<{f,1) Ulf(x) w(x)dx
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Proposition 2.6.2. L'ensemble % (I, w) est un sous-espace vectoriel de € (I), et 'ensemble des fonc-
tions polynomiales est un sous-espace vectoriel de € (I, w). De plus, 'application ¢:,-),, définie ci-
dessus est bien définie sur € (I, w) et est un produit scalaire. <

Démonstration.
* 6 (I, w) est un s.e.v. La fonction nulle appartient a € (I, w). Soient f, g € € (I, w) et A € R, montrons
que Af + g€ € (I, w). On utilise 'inégalité :

Vxel, (Af(x)+g))?<2A%f(x)?+2g(x)%

Or, les intégrales :
[f(x)zw(x) dx et fg(x)2 dx
I I

convergent car f,g € 6 (I, w), donc par comparaison l'intégrale :

fl(/lf(x) +g(0)*wx) dx

est convergente, c’est-a-dire Af + g € €(I, w). Ainsi, €(I, w) est un sous-espace vectoriel de € ().

e 6 (I, w) contient les polynomes. Par hypothese, les fonctions monémes x — x" appartiennent a
% (I, w). Par stabilité par combinaisons linéaires, les fonctions polyndémes appartiennent donc aussi
aé,w).

e (-,y est un produit scalaire. Montrons que (-, ), est bien définie sur € (I, w). Soient f,g € €I, w),
on utilise I'inégalité :
1
vxel, If(gml <3 (f)°+g(7).

Par comparaison, l'intégrale :

fllf(x)g(x)lw(x) dx,

est convergente. Ainsi, 'intégrale définissant (f, g),, est absolument convergente.
Lapplication (-,-),, est clairement bilinéaire, symétrique et positive, montrons qu’elle est définie
positive. Soit f € €(I, w) telle que (f, f),, =0. Alors :

ff(x)zw(x) dx=0,
I

donc par continuité, f (x)%w(x) =0 pour tout x € I (cf. cours d’intégration). Puisque w ne s’annule
pas, on a f(x) =0 pour tout x € I. Ainsi, on a montré que (-,-);, est un produit scalaire sur € (I, w).
O

Exemple 2.6.3. Quelques exemples classiques de fonctions poids.

1. I=1a,b] et w(x)=1.Dans ce cas, €(I,w) =€ ([a,b]) et ||-||,, est la norme 2 sur [a, b] :

1l = Ifll2 = (fubf(x)zdx);.

2. I=1-1,1[ et w(x) = \/11_7 Le changement de variable x = cosf donne :

1 1 T
f P(x)? dx= f P(cosf)de.
-1 1-—x2 0

Par conséquent, I'intégrale est convergente pour tout polynéme P.
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3. I=R; et w(x) =e™*. Par croissance comparée, l'intégrale :
+00
f P(x)%e *dx,
0

est bien convergente pour tout polynéme P.

4. I=Ret w(x) = e, De méme :
+00 2
f P(x)?e ™ dx,

(e 9]

converge par croissance comparée, quel que soit le polynéme P. <

2.6.b Polynomes orthogonaux

Rappelons quelques propriétés des espaces euclidiens (voir le cours d’algebre bilinéaire). Soit E un
espace euclidien, c’est-a-dire un espace vectoriel réel de dimension finie muni d'un produit scalaire
(-,+), dont on note ||| la norme associée. Si F est un sous-espace vectoriel de E, on définit son
orthogonal par :

Ft={yeE|V¥xeFE (x,y)=0}.

C’est un sous-espace vectoriel de E. De plus, F et F sont supplémentaires dans E :
E=FeF~

Par conséquent, tout vecteur de E se décompose de maniere unique comme la somme d’'un vecteur
de F et d'un vecteur de F. On note pr le projecteur sur F parallelement a F*, ce projecteur est
appelé le projecteur orthogonal sur F. Le projecteur orthogonal sur F* est alors idg —p. Pour tout
x € E, pr(x) est 'unique vecteur de F tel que x — pr(x) soit orthogonal a tous les vecteurs de F.

Théoreme 2.6.4. Soit E un espace euclidien et soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie.
Soit x € E et soit pr(x) le projeté orthogonal de x sur F. Alors :

VyeE lx—pr@)l=lx-yl
avec égalité si et seulement si y = pp(x).
Démonstration. Soit x € E et y € F. Par le théoreme de Pythagore :
2=y = llx = pr(x) + pr(x) = y1I? = 1= pr)I? + | pr(x) - yI%,
car pr(x)—yeFetx—pr(x) € FL. Par conséquent :
lx=yI* = x = pr(0)l®
avec égalité si et seulement si || pr(x) — ylI? = 0, c’est-a-dire si pr(x) = y. O

Autrement dit, dans un espace euclidien, la distance d’'un vecteur x a un sous-espace F est atteinte
en pr(x), et seulement en pr(x). Appliquons ce théoréme a I'approximation polynomiale.

Théoreme 2.6.5. Pour tout f € € (I, w), il existe un unique Q, € R,[X] tel que :
If=Qnllw= Peg}lf[x]llf— Plly.

De plus, Q, est 'unique polynéme de R, [X] satisfaisant (f — Q,, P),, pour tout P € R, [X].
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Démonstration. Notons E 'espace vectoriel engendré par f et par les polyndmes de degré inférieurs
ou égal a n. Alors E est de dimension finie, c’est un espace euclidien pour le produit scalaire (-, ),
et R,[X] est un sous-espace de E. Notons Q, le projeté orthogonal de f sur R,[X]. On applique le
théoréme de projection orthogonale : la distance de f au sous-espace R,[X] est atteinte en Q,, et
Qy est 'unique élément de R, [X] pour lequel cette distance est atteinte. O

Définition 2.6.6. On appelle polynome de meilleure approximation quadratique de f a I'ordre n
pour le poids w, 'unique polynéme Q, € R, [X] tel que :

If=Qnllw= min |f—Ply

PeR,[X]

Il est facile de déterminer le projeté orthogonal d’'un vecteur x sur un sous-espace F si on connait
une base orthonormée (ey,...,e;) de F :

pr(x) =) (x ee;.
i=1

€1 €n
ledl” == llenl

Si la base (ey,...,e,) est seulement orthogonale, alors ( ) est orthonormée, donc :

n n

_ ei \ e _ - {xe)
pro =3 (x ||e,~||> L e o

i=1 lle;ll i=1

Il est toujours possible de trouver une base orthonormée de F grace au procédé de Gram-Schmidt.

Procédé de Gram-Schmidt. Soit (u,..., u;) une base de F. On définit par récurrence :

él =u
k=1 (uk»éi> =

——¢&;.
= lel?

= Uk —

Les vecteurs ainsi obtenus vérifient :
1. (&k,ér) =0 pour tous k # ¢ (famille orthogonale);
2. Yke[1,n], Vect(uy,..., u;) = Vect(éy,..., éx).

En particulier, (éx)1<k<, €st une base orthogonale de F. En posant ey := ”g—’;”, on obtient une base
orthonormée de F.

Plus généralement, on peut appliquer ce procédé a n'importe quelle famille libre de vecteurs, méme
infinie, pour obtenir une famille orthogonale. En appliquant le procédé de Gram-Schmidt a la fa-
mille (X*)ten de R[X] muni du produit scalaire (-,-),,, on obtient une famille de polynémes ortho-
gonaux (Py) e satisfaisant :

vneN, Vect(Py,Py,...,P,) =Vect(],X,...,X") =R,[X].
Ainsi, la famille (Py,..., Py) est une base orthogonale de R, [X].

Théoréeme 2.6.7. 1l existe une unique suite de polyndémes (P),en satisfaisant :
(i) VneN, deg(P,) =n.
(ii) VneN, P, est unitaire.
(iii) Vk#¢, (P, Pg)w =0.

La suite (P;),en est appelée la suite des polynémes orthogonaux unitaires pour le poids w.
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Démonstration. Lexistence provient du procédé de Gram-Schmidt, comme décrit précédemment.
Montrons l'unicité. Soient (Py,) zen et (Py) nen deux suites de polyndmes orthogonaux unitaires. Pour
n =0, on a nécessairement Py = Py = 1. Pour n>1, on a P,,—P,, € R,,_1 [X] car P,, et P,, sont unitaires,
et aussi P,, — P,, € R,_;[X]* par définition des polynomes orthogonaux. Par conséquent :

Py =Py € Ryt [X]1 N Ry [X]F = {Oix },
donc P,, = P,,. O

Remarque 2.6.8. Plus généralement, on appelle polynémes orthogonaux toute suite (1, P,) sen avec
An #0 et (Py)nen les polyndmes orthogonaux unitaires. Le fait de demander que les P, soient uni-
taires n'est qu'une facon d’assurer l'unicité. D’autres conditions peuvent servir a assurer l'unicité :
on peut par exemple demander a ce que les polyndmes soient normalisés, ou bien prescrire leur
valeur en un point. <

Avec le procédé de Gram-Schmidt, le calcul de P, fait intervenir tous les Py avec 0 < k < n—1.
En fait, on peut montrer que les polyndmes orthogonaux peuvent se calculer par une récurrence
d’ordre 2.

Proposition 2.6.9. La suite des polyndmes orthogonaux (Py,) ,en satisfait la relation de récurrence :
Vnz2, Pp(X)=X-21)Pp-1(X)—ppPp-2(X),

avec : ,
_ (XPp-1,Pp-Dw _ NPpall5,

niE o i iE )
I Pr—1ll% | Pr—2ll%

Démonstration. Le polynome XP,,_; est de degré n, donc il s’écrit :
n
XPp(X) =) apPy,
k=0

avec (a)o<k<n Ses coordonnées dans la base (Py, ..., P;). Puisque XP;,_; est unitaire, on a nécessai-
rement a, = 1. Les autres coordonnées sont données par :
= (XPp-1,P)w
= b kW
I1PIZ,
car les Py sont orthogonaux. Remarquons que :
(XPp-1,Pow= fxpn—l(x)Pk(x) dx={(Py-1,XPiw.
I

Or, XPj € R4 [X] et Pp_; € R,,—»[X]+, donc si k< n—3, (Pp_1,XPi)w = 0. Ainsi, ay =0 pour tout
k<n-3etil nereste que a,_; et &, :

Ay = (XPp-1,Pn-1)w —yy Ay = (Pp-1,XPn-2)w
n-1=—" """ 5  —/‘m n-2—7" "7 5
I Prl?, I Pr—2l%,

Enfin, on écrit XP,,_»(X) = P, 1 (X)+Q(X) avec Q e R,,_»[X] car XP,,_, est de degré n—1 et unitaire,
donc :
(Pp-1,XPn-2)w = (Pn-1,Pp-1)w+ (Pnu-1,Q) = | Pp_11%,+0,

d'our: )
APl

Ap—2 = =
1Pn-211%,

n-
Finalement, on a montré que :
XPp-1(X) = Pp(X) + A Pp-1(X) + tin Pp-2(X),
ce qu'on réécrit :
Pp(X) =X =An)Pp-1(X) — phnPp-2(X). O
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Polynémes | Poids w(x) | Intervalle I
Legendre 1 [-1,1]
1 fa—
Tchebychev — 1-1,1]
Laguerre e R,
x2
Hermite ez R

Table 2.2 — Quelques polyndmes orthogonaux classiques

Exemple 2.6.10 (Polynomes de Legendre). On appelle polyndmes de Legendre les polynémes or-
thogonaux pour le poids w(x) =1 sur [—1,1], et satisfaisant la condition P, (1) = 1. Vous étudierez
ces polynomes en TD. Ils satisfont la relation de récurrence :

Vn=1l m+1DP,1(X)=02n+1)XP,(X)—nP,_1(X). <
Exemple 2.6.11 (Polyndmes de Tchebychev). Les polynémes de Tchebychev (T},) ;e ont été définis

dans la définition Ces polyndmes sont également les polynémes orthogonaux pour le poids
1

w(x) = T sur 1—1,1[ satisfaisant la condition T,(1) = 1. En effet, par le changement de variable
x =cos(0) :
1 T T
(T}, Tg)w:f Ti(x)Ty(x) de:f Ti(cosO) Ty(cosB) d@z[ cos(kB) cos(¢6)do.
-1 1-x 0 0

En utilisant la formule cos(a) cos(b) = w :

T V3
f cos(kB)cos(¢£6)do = %f cos((k+£)8)+cos((k—¢)0)dO=0si k#¥¢.
0 0

Enfin, T, (1) = cos(narccos1) = cos(0) = 1. Attention, les polyndmes (7},),en Ne sont pas unitaires
(sauf Ty et Ty), le coefficient dominant de T), est 2! si n = 1. Ces polynomes satisfont également
une relation de récurrence d’ordre 2, voir proposition [2.3.8 <
Exemple 2.6.12. D’autres familles de polynémes orthogonaux classiques :

1. Les polynémes de Laguerre sont orthogonaux pour le poids w(x) =e™* sur I =R,.

[N

X

2. Les polynémes d’Hermite sont orthogonaux pour le poids w(x) =e~ 2 sur I =R. <

On obtient finalement I'expression du polyndme de meilleure approximation quadratique de f.

Théoréme 2.6.13. Soit f € € (I, w). Le polyndbme de meilleure approximation quadratique de f a
I'ordre n s’écrit dans la base des polyn6mes orthogonaux :

L ;P w
Qn(X) = Z —<f ki Pr(X).
=0 I Prll%

Enfin, on peut se demander si les polynémes de meilleure approximation quadratique convergent
vers f lorsque n — +oo. C’est faux en général, mais c’est vrai pour les familles classiques de po-
lynomes orthogonaux qu’on a citées jusqu'a présent (voir table [2.2). On le démontre dans le cas
ou l'intervalle I est borné (ce qui couvre le cas des polyndmes de Legendre et des polynémes de
Tchebychev).

Proposition 2.6.14. Si I est borné, alors pour tout f € €(I,w), on a | f — Qull, — 0 avec Qy, le poly-
nome de meilleure approximation de f a l'ordre n. <
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Démonstration. Notons Q,, le polynome de meilleure approximation quadratique de f a I'ordre n.
On note a=infl et b=sup ! (a et b n'appartiennent pas nécessairement a I).

» Supposons d’abord que f est continue sur T=[a,b] I’adhérence de I). Par le théoréeme d’approxi-
mation de Weierstrass, soit (B;),en Une suite de polynémes qui converge uniformément vers f, et
telle que deg(B;) < n pour tout n € N (par exemple les polynomes de Bernstein associés a f). Par
définition de Q;, on a:

17 =Qulle <117 = Balls,

Or sur [a, b], on peut majorer la norme |-||,, par la norme ||| :

b b
||f—Bn||i):fa |f(x)—Bn(x)|2w(x)dxs ||f—Bn||c2>ofa w(x)dx,

N

donc || f—Bullw < Cllf — Byl avec C := ( /, f w(x) dx) une constante finie (I'intégrale converge par
définition d’'une fonction poids). Par conséquent :

|7 = Qalle < Cullf = Bullow =0,

car (By) nen converge uniformément vers f. Donc (Qy) ,eny converge vers f pour la norme ||| .

e On traite a présent le cas général. Soit € > 0. Pour tout 6 > 0, on note ys la fonction affine par
morceaux qui vaut 1 sur [a+ 9, b— 6] et qui vaut 0 en dehors de [a + g, b— g] :

a a+6 b-6 b

Puisque f est continue sur I, la fonction f5 := f x ys est une fonction continue sur [a, b], avec la
convention fs(a) = f5(b) := 0. Soit Q,, 5 le polynéme de meilleure approximation quadratique de f5.
Par définition de Q, et par inégalité triangulaire, on a :

If=Qullw =< =Quollu < If = follw + 1 /5= Qusll -

Ftudions ces deux termes.

e Ona f—fs=fx(1-yxs) avec 1 — ys compris entre 0 et 1 et qui s’annule sur [a+ 6§, b — J]. Par
conséquent :

a+d b
||f—f6||i/ =l - xs) ||i} s[a Fx2w(x) dx+fb_6f(x)2w(x) dx — 0,

car [, : f(x)?w(x)dx est une intégrale convergente. 1l existe donc §(¢) tel que || f — f5)llw < £

* Pour 6(¢) fixé, on sait d’apres le premier point de la démonstration que (Qy, 5()) nen converge
vers fs5() pour la norme |||, car f5.) est continue sur [a, b]. Donc il existe n(e) € N tel que
pour tout 7 = n(e), on a || fs) — Qus(e) llw < 5.

Ainsi, on a montré que :
Ve>0, dneeN, Vnzne), |f-Qul,=<e

c'est-a-dire | f — Qpllw — 0. -
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Remarque 2.6.15. On a vu que le polynome de meilleure approximation quadratique de f s’écrivait

P . ..
Qn= ZZ:O a Py avec ay == (\]ICPTﬁ%;”' Si (Qy)nen converge vers f, on pourra écrire :

+00
f=) apP.
k=0

Attention, cette série de fonctions converge au sens de la norme ||-||,,, c’est-a-dire que la suite des
sommes partielles converge vers f pour cette norme :

n—-+oo

n
f=2 arPx
=0

w

A priori, cette série ne converge pas simplement (ni uniformément) : c’est un autre mode de conver-
gence pour les séries de fonctions. <
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Chapitre 3

Intégration numérique

Dans ce chapitre, on s’intéresse a I’évaluation numérique de I'intégrale d'une fonction continue f
sur un intervalle [a, b] :

b
[ f(x)dx.

Si on connait une primitive F de f, le théoreme fondamental de I'analyse permet de calculer la
valeur exacte de cette intégrale :

b
f Fodx = F(b)— Fa).

Cependant, déterminer une primitive d’'une fonction n’est pas toujours aisé. Pire, certaines fonc-
tions, par exemple x — e ne possédent pas de primitives élémentaires (théoreme de Liouville-
Rosenlicht en algebre différentielle). Les méthodes numériques sont alors la seule facon de calculer
I'intégrale. Enfin, les méthodes d’intégration numeériques seront utilisées au chapitre[4 pour la réso-
lution approchée d’équations différentielles.

On se limitera aux méthodes de quadratureE] consistant a approcher I'intégrale de f par une somme
pondérée de valeurs de f en des points donnés. On ne parlera pas des méthodes pour les intégrales
multiples, ni des méthodes probabilistes comme la méthode de Monte-Carlo.

On note |l la norme sup sur [a, b].

3.1 Sommes de Riemann et méthodes des rectangles

Une premiére fagon d’approcher numériquement une intégrale est d’utiliser des sommes de Rie-
mann. Soit ¢ une subdivision pointée de I'intervalle [a, b], c’est-a-dire o = ((ak)o5 k<N> € 1) o<k<N- 1)
ol (ay)o<k<n €st une subdivision de [a, b] :

a=aqy<a;<---<an-1<an=Dn,
et ({x)o<k<n-1 est un choix de point dans chaque sous-intervalle de la subdivision :
Vke[0,N-1], ¢&i€lag, arsl.

La somme de Riemann associée a f et a la subdivision pointée o est définie par :

N-1

S(f,0) =) f€r) (a1 — ap).
k=0

1. la notion de « fonction élémentaire » est un peu subtile a définir. Dans les grandes lignes, il s’agit d’'une fonction
pouvant s’exprimer comme une « combinaison » de fractions rationnelles, d’exponentielles et de logarithmes.

2. le terme « quadrature » vient historiquement du calcul d’aires en géométrie. En géométrie euclidienne classique,
calculer une aire revenait a construire a la regle (non graduée) et au compas un carré de méme aire qu'une figure don-
née, d’ot1 le nom. C’est ce qui a donné ensuite les techniques d’approximation d’aires par des polygones, et finalement
I'approximation d’intégrales, une intégrale étant I'aire sous la courbe représentative d'une fonction.
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Figure 3.1 — Une somme de Riemann (N = 4). L'aire des rectangles (en bleu) approche 'aire sous la
courbe.

Géométriquement, S(f,0) est la somme des aires (signées) des rectangles de hauteur f(¢) et de
largeur ay. — ax (voir figure[3.1). Si on note :

lo|'= max a1 — ag,
0<ks<N-1

le pas de la subdivision, un théoréme central de la théorie de I'intégration de Riemann est que les
sommes de Riemann convergent vers l'intégrale de f sur [a, b] lorsque le pas de la subdivision tend
vers 0, voir le cours d’intégration de L2.

Théoreme 3.1.1. Si f € €([a, b]) alors pour toute suite de subdivisions pointées (0 ),en, ON A :
b
04l =0 = S(f00) - | fdx.
a

Exemple 3.1.2. Pour la subdivision réguliere ay = a+ kh avec h = % le pas (constant), les sommes
de Riemann se réécrivent :

b— N-1
S(fo)=—=Y F(&w.
N =

Les choix classiques pour les points ¢ sont les suivants :
* méthode des rectangles gauches : ¢} = a.

¢ méthode des rectangles droits : {; = ay,;.

* méthode du point milieu : {; = 4

Ces trois méthodes sont illustrées par la figure <

La question est de savoir a quelle vitesse les sommes de Riemann convergent vers I'intégrale de f.
Dans le cas d'une subdivision réguliére, on a le résultat suivant.

Proposition 3.1.3. Si f € €'([a, b)), alors pour tout pointage (¢x)o<k<n—1 d'une subdivision régu-
liere, on a :

(b—a)*
N

b b— aN—l
fdx———3 fEL|=If"lloo
a N k=0
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/ /

— — —

a b a b a b

Figure 3.2 — A gauche : rectangles gauches. Au centre : point milieu. A droite : rectangles droits. La
fonction étant croissante, la méthode des rectangles gauches sous-estime la valeur de l'intégrale,
tandis que la méthode des rectangles droits la surestime.

Démonstration. Par la relation de Chasles et par inégalité triangulaire, on a :

Afe+1

Z f(x)dx——Zf(fk)

k=0

b b_aN—l
f fOdx——— f&x)
a N =

Af+1

(f(x) = f(€p)dx

Afe+1

< Z |f(x) - f&x)|dx.
On utilise 'inégalité des accroissements finis :

Vxelak ake1l, 10 = FED =1 Nloolx = Exl < 11 flloo(@kr1 — ar).
On obtient alors :

Ak+1

Z ”f/”oo(ak+1 _Clk) dx

b b— N-1
Fdx- 22 fap|=<
a N =

N-1
! 2
="Moo Y (ar+1— ar)
k=0

N-1
=1floo Y W
k=0
=l f'llooNh?
b 2
= 1 oo “) .

O

Ainsi, les méthodes des rectangles génériques ont une vitesse de convergence en O(%) Pour les
méthodes des rectangles gauches/droits, on peut améliorer le majorant d'un facteur % (voir en TD) :

(b a)2

b bh— aN—l
fdx——— Y fla)| = f o
a N >

La vitesse de convergence reste la méme.

Pour la méthode du point milieu, la majoration précédente peut étre améliorée d'un facteur %. Mais
on a en fait beaucoup mieux : on va montrer que la méthode du point milieu a une vitesse de
convergence en O( ;). Qualitativement, on peut le comprendre ainsi. La méthode des rectangles
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gauches sous-estime l'intégrale sur les intervalles ou f est croissante, et la surestime sur les inter-
valles ou f est décroissante (et inversement pour les rectangles droits). En utilisant le point milieu,
sur un intervalle [a, ai+1] ou f est croissante, on surestime l'intégrale entre ay et M mais on
la sous-estime entre ”"J'Z“’C“ et ay4, (voir figure E de méme quand f est decrmssante Il'y adonc
une compensation partielle des erreurs dans chaque intervalle ou f est monotone. Ce phénomene
de compensation des erreurs entraine une meilleure vitesse de convergence de la méthode du point
milieu, comme le montre la proposition suivante.

Proposition 3.1.4. Si f € €2([a, b)), alors :

N (b_a)3

24N?2

(ak+ak+l) < ”f//”oo

ak+ak+1

Démonstration. Notons &y = . Tout repose sur le fait que la fonction x — (x &) est d'inté-

grale nulle sur [ag, ag.1]. En effet le changement de variable x = + t avec t € [— 2, 2] donne :

Af+1 g
f ‘ (x—cfk)dxthtdtzo. (3.1)
a 2

k

On écrit comme dans la preuve précédente :

b b-—a N-1 -1 pagsy
fdx——— ) fép|= (fx) = f(&x))dx
a N k=0 —0 Yax

Af+1

(f) - f&R - € (x—¢p)dx|  dapres

Afe+1

Z |f(0) - f&R) — F' (€0 (x - &) | dx.

On utilise alors une généralisation de I'inégalité des accroissements finis. Par Taylor-Lagrange a
I'ordre 2, pour tout x € [ay, ax4+1], il existe § compris entre ¢ et x tel que

f”( )

F@)=fR) =fEx—E)+ (x—&p)2

Par conséquent :

Ilf”lloo

Vx€lag, aral, |f0)-fER - fERx—E| < (x—&p)2

Finalement :

Ak+1 "
Z ||f2||oo edx

f f(x)dx—— Z &=

_ ||f"||oo Nz—l (a1~ §x)° — (ax = &)’

3 3
h h
_ ||f”||oo’vz—1 8 -(-%)
2 = 3
Nh3
= 1" leo 5~
(b—a)3
1!
= . O
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3.2 Méthodes de quadrature simples

3.2.a Définition, erreur et ordre d’'une méthode de quadrature

Que ce soit les méthodes des rectangles gauches/droits, la méthode du point milieu, ou une somme
de Riemann quelconque, les méthodes d’intégration approchée consistent a évaluer f en des points
de [a, b], et a calculer une somme pondéré de ces valeurs. C’est ce type de méthode que nous allons
étudier dans la suite.

Définition 3.2.1. On appelle méthodes de quadrature sur [a, b] une application J: € ([a, b]) — R de
la forme :

n
Vie€lab)), J(f) =) wif(x),
i=0

avec :
* (wj)o<i<n des scalaires appelés les poids;
* (xi)o<i<n des points distincts de [a, b] appelés les nceuds.

On appelle erreur de la méthode de quadrature I'application E: € ([a, b]) — R définie par :

b
Vfe<€(a,b), E(f)::f fdx—J(f).

Remarque 3.2.2. Il existe des méthodes de quadratures plus générales, faisant également intervenir
les dérivées de f aux nceuds :

n m; .
JH =YY wiifPx).
i=0j=0
Ces méthodes ne seront pas étudiées dans ce cours. <

Remarque 3.2.3. On remarquera que J et E sont des applications linéaires. De plus, on prendra
garde au fait que I'erreur E(f) est signée. <

Pour une méthode de quadrature J, on cherchera a évaluer I'ordre de grandeur de I'erreur |E(f)|.
Un autre critere pour évaluer la qualité de la méthode, plus algébrique, est le suivant.

Définition 3.2.4. On dit qu'une méthode de quadrature est d’ordre p si elle est exacte pour les po-
lynémes de degré inférieur ou égal a p :

b
VPeR,[X], ](P):[ P(x)dx.
a

On dit que la méthode est exactement d’ordre p si elle est d’ordre p mais pas d’ordre p + 1.

Exemple 3.2.5. La méthode des rectangles gauches/droits est d’ordre 0. La méthode du point milieu
est d’ordre 1. <

Si on s’inspire des sommes de Riemann, une facon de construire une méthode de quadrature est
de subdiviser l'intervalle [a, b] en N morceaux, et d’approcher l'intégrale sur chacun d’eux avec une
méthode simple (I'aire d'un rectangle en ce qui concerne les sommes de Riemann).

Soit a=ayg < a; < --- < ay = b une subdivision de [a, b]. Par la relation de Chasles, on écrit :

b N-1 pragy
f fx)dx = Z f(x)dx.
a k=0 Y ak

On approche l'intégrale de f sur chaque intervalle [ay, ax+1] avec une méthode de quadrature Jg,

dite simple (ou élémentaire) :
Af+1

fx)dx = Ji(f).

ak
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On obtient ainsi une méthode de quadrature dite composite :

N-1
J(f) =Y Te(f).
k=0

En notant Ej 'erreur de la méthode de quadrature Ji sur [ag, ai+1], U'erreur de la méthode compo-
site s’écrit simplement grace a la relation de Chasles :

b N-1
E(f) =f fdx—Y Jk(f)
a k=0

N-1 Ak+1
= (f f)dx—J(f)

k=0 \Yax

N-1
= Y Ex(f).

k=0
Exemple 3.2.6. En prenant Ji.(f) = (ax+1 — ax) f (k) avec ¢k € [ay, ag+1], on retrouve les sommes de
Riemann. <
Proposition 3.2.7. Lerreur d'une méthode composite est la somme des erreurs des méthodes de
quadrature simples la définissant. <
3.2.b Méthodes de quadrature interpolatoires

Une facon de construire une méthode de quadrature d’ordre n est d’approcher l'intégrale de f par
celle d'un polyn6me interpolateur P, en n+ 1 nceuds (xi)o<i<n :

b b
ff(x)dx:f P, (x)dx. (3.2)

Ceci définit bien une méthode de quadrature au sens de la définition En effet, si on note
(Li)o<i<n les polyndmes interpolateurs de Lagrange aux nceuds (x;)o<i<n, On a par linéarité de I'in-
tégrale :

b b n n b n
f Pp(x)dx= [ Y flxpLix)dx=)_ f(x;) f Li(x)dx=) w;f(x),
a a j=0 i=0 a i=0
les poids étant donnés par w; == f:Li(x) dx.

Définition 3.2.8. On appelle méthode de quadrature interpolatoire associée aux noeuds (x;)o<i<n
la méthode :

n b
JH)=) wif(x), w; :=f L;(x)dx,
i=0 a
ou (L;)o<i<n sont les polyndmes interpolateurs de Lagrange aux nceuds (x;)o<i<n-

Proposition 3.2.9. Toute méthode de quadrature interpolatoire & n + 1 nceuds est d’ordre 7. <

Démonstration. Si f € Ry[X], alors f est égale a son polynéme interpolateur, donc (3.2) est une
égalité. O

Exemple 3.2.10 (Méthodes a un nceud). Avec un seul nceud xy, le poids correspondant est wg = b—a.
La méthode s’écrit donc :

J(f,la,b]) = (b—a) f (xo).
* Pour xp = a, c’est la méthode simple des rectangles gauches.

e Pour xy = b, c’est la méthode simple des rectangles droits.
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Figure 3.3 — A gauche : rectangles gauches. Au centre : point milieu. A droite : rectangles droits.

e Pour xp = “;b c’est la méthode simple du point milieu. <

Exemple 3.2.11 (Méthode des trapezes). Avec deux nceuds xp = a et x; = b, le polyndme interpola-
teur de f en a et b est la sécante :

b —
P1(x) =f(a)+%(x—a).

La méthode simple des trapezes s’écrit donc :

2
f(b) fla) (b—a) =(b_a)f(a)+f(b).
b—a 2 2

]trapéze(fy [a, b]) —f Pi(x)dx = f(a) (b-

Les poids sont donc wy = w; = %“ Géométriquement, on a approché l'intégrale de f sur [a, b] par
'aire du trapéze de sommets (a,0), (a, f(a)), (b, f(D)) et (b,0). <

A

>
>

a b

Figure 3.4 — Méthode simple des trapeézes. Laire sous la courbe est approchée par I'aire du trapeze
en bleu.

Exemple 3.2.12 (Méthode de Simpson). La méthode simple de Simpson sur [a, b] est 1a méthode

de quadrature interpolatoire a 3 noeuds xo =a, x] = ‘”b et x, = b. Pour calculer les poids, utilisons

le changement de variable affine x = ﬂb + b= hour se ramener a I'intervalle [-1,1]

b— -
w; :f L;(x) dx = _af Li(t)dt;
a 2 -1

ol les L; sont les polyndmes interpolateurs de Lagrange en fo=—-1, ;=0 et f =1

(t—0)(t—1) -t

b=y~ 2
OB s k2 SR
0+DO-1)
_ 2
f,00 2 (t+1)(t-0) 2+t

aA+1)1-0) 2
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a a+b b
2

Figure 3.5 — Méthode simple de Simpson. L'aire sous la courbe est approchée par 'aire sous la pa-

rabole qui interpole la fonction aux nceuds a, %b et b (zoomer sur la figure pour voir 'écart en la

fonction et la parabole).

Ainsi, les poids sur [—1,1] sont :
L 1 1 4 1 1
(Z)():f Lo(t)ydt=—, (,7)1:[ Li(n)ydt=—, (DZZ[ Ly(t)ydt=—.
-1 3 -1 3 -1 3
Les poids sur [a, b] sont alors w; = %(I)i et la méthode de Simpson est donnée par :

b— b
Jsimpson(f, 1@, bl = Ta(f(a) +4f(%) . f(b)).

Cette méthode est en fait d’ordre 3 (et pas juste d’ordre 2). En effet, elle est exacte sur Ry[X] par la
proposition et pour f(x) = x3 sur [-1,1],ona:

1 4 1 1
Tsimpson(f,[=1,11) = < f(-1)+ 2 f0)+ 2 f1) = 0= f Bdx,

-1

donc par linéarité, la méthode sur [—1, 1] est exacte pour tout f € R3[X]. Par changement de variable
affine, on en déduit que la méthode simple de Simpson est d’ordre 3 sur tout intervalle. <

Les méthodes des trapeézes et de Simpson sont les méthodes interpolatoires sur 2 ou 3 nceuds équi-
distants de [a, b]. On peut généraliser en considérant des méthodes interpolatoires sur n + 1 nceuds
équidistants.

Définition 3.2.13. On appelle méthode simple de Newton—Cotes de degré n la méthode de quadra-
ture interpolatoire sur les nceuds équidistants

Vie[0,n]l, x;:=a+ih,
_ b=
avec h = 224 le pas.

Proposition 3.2.14. Les poids de la méthode simple de Newton-Cotes d’ordre n sur [a, b] sont don-
nés par :

Yielo,n], w;= hf [[—de
0 j=o!—J
J#i
En particulier, les poids sont symétriques : w; = w,—; pour tout i € [0, n]. <

Démonstration. On utilise le changement de variable affine x = a+ th, avec t € [0,n] :

X—Xj a+th—-a-jh (t—j)h t-j

Xi—Xj a+ih—-a-jh  (i-j)h i-j
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n Nom Coefficients (cy, ..., cn) Ordre
1 Trapezes (3.3) 1
2 Simpson (%, ‘3—1, %) 3
4 | Boole-Villarceau % (7,32,12,32,7) 5
6 Weddle-Hardy 1411—0(41,216,27,272,27,216,41) 7

Table 3.1 — Coefficients de la méthode de Newton—Cotes. En Python, la fonction newton_cotes du
module scipy.integrate permet de calculer les coefficients pour n'importe quel 7.

Avec ce changement de variable, les poids s’écrivent :

b L —x] —j
wi:f L;(x)dx= H dx h H dt O
a a j=oXi— 0 j= —0li—
j#i j#i

Les poids de la méthode de Newton—Cotes ne dépendent que de h et de :
(_l)n—i

I— ]
v 0,n], t—j)dt. 3.3
ief0,nl, ci:= OJHOI = itk 1‘[( ) (3.3)
j#i m

Les coefficients (cj)o<i<n ne dépendent que de n et pas de I'intervalle [a, b], ils peuvent donc étre
calculés a 'avance une bonne fois pour toutes, voir table La méthode de Newton—Cotes s’écrit

donc : . )
NC,(f,la,b))=h) cif(a+ih), avech= ;a
i=0

Proposition 3.2.15. L'ordre de la méthode de Newton-Cotes de degré n est :

{n si n est impair,
<

n+1 sinestpair.
Démonstration. On sait que déja que NC, est d’ordre n pour tout n € N (proposition[3.2.9). La seule

chose a montrer est que si n est pair, alors NC,, est aussi d’ordre n+ 1. Montrons que NC,, est exacte
pour f(x) = x™*1 sur [-1,1]. Puisque 7 + 1 est impair :

1
f ™ ldx=o0.
-1

Montrons qu’il en est de méme pour NC,,. On utilise pour ca les propriétés de symétrie des poids et
des nceuds : Vi€ [0,n], w,—; = w; et x,—; = —x;. On a alors :
n+l

wixi

I

~
I
(=}

Ncn(f; [_1) 1])

1

Wy lx"+ changement d’'indice i — n—i

Il

~
I
(=}

w;(—x;)"! symétrie

Il

~
Il
(=}

Il

~
I
(=}

Wi (-1 xM! n+1 est impair

= _Ncn(f; [_1) 1])~

Par conséquent NC(f,[—1,1]) = 0. Par linéarité, on en déduit que NC,, est exacte sur [-1,1] pour
tout f € R,+1[X]. Par changement de variables affine, ¢a reste vrai sur tout intervalle [a, b]. O
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En dehors de n =1 (méthode des trapézes), on n'utilise que les méthodes de Newton—Cotes de degré
pair, puisque les méthodes de degré impair ne font pas gagner d’ordre.

3.3 Stabilité des méthodes de quadrature

On considére une méthode de quadrature :
n
J(f) =) wif(x).
i=0

On s’interroge sur la stabilité d'une telle méthode : si les valeurs f(x;) sont calculées avec une er-
reur g, quelle erreur commet-on sur J(f)?

Proposition 3.3.1. Pour tout f € €([a,b]), ona:

O 1 flloo Y leil.
i=0

De plus, si les poids sont positifs et que la méthode est d’ordre 0, alors :

TN = (b= flloo- <

Démonstration. Soit f continue sur [a, b]. Par inégalité triangulaire :

Y wif(x)

i=0

J(OI=

<Y il f )<l flloo Y lwil.
i=0 i=0

Si les w; sont positifs et que la méthode est d’ordre 0 (c’est-a-dire exacte pour les constantes), alors :
n n b
Z|wi|zzwi=/ ldx=b-a. 0
i=0 i=0 a

Remarque 3.3.2. Si f(x) est la valeur approchée de f(x) qu'on calcule en pratique, avec une erreur
I f—flloo <€, alors:

NOEIIGIEVGENIE ||f~_f||oozn:|wi| S€zn:|wi|-
i=0 i=0

Quand les poids sont positifs, on a donc |J(f)—J(f)| < (b—a)e, et la méthode est stable. En revanche,
pour des poids non tous positifs, I'erreur peut étre amplifiée d'un facteur :

n
Y lwil.
i=0

Cette quantité peut ne pas étre bornée quand n — +oo, et la méthode est alors instable. D’ailleurs,
pour une méthode interpolatoire, on peut majorer :

n n b
Z|wi|:Zf Li(x)dx
i=0 i=0lJa

ou A, est la constante de Lebesgue (voir définition [2.4.1). Pour des nceuds équidistants, on sait que
cette constante diverge vers +oo rapidement. On évitera donc d’utiliser des méthodes de quadrature
dont les poids ne sont pas tous positifs. )

b n
sf Y ILi()ldx < (b-a)Ay,

i=0

Exemple 3.3.3. Pour les méthodes de Newton-Cotes, les poids sont positifs pour tout n<7 et n=9.
En revanche, pour n =8 et n = 10, la méthode comporte des poids négatifs, et doit étre considérée
comme instable. On voit ici la traduction du phénoméne de Runge pour I'intégration numérique :
quand les nceuds sont équidistants, 'interpolation est instable et peut ne pas converger vers la fonc-
tion, méme quand celle-ci est réguliére. En pratique, on se limitera aux méthodes de Newton—Cotes
de la table[3.11 <
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3.4 Expression de I'erreur

On consideére une méthode de quadrature :
n
J(f) =) wif(xp).
i=0
On rappelle que I'erreur est définie par :

b
E(f) = f Fodx— (.
a

On suppose que la méthode est d’ordre p, avec p = n.

Définition 3.4.1. On appelle noyau de Peano d’ordre p de la méthode, la fonction :

b n
Vte[a,bl, Kp(t)::E(x-—»(x—t)f):f x-0fdx-Y w;ix;- 07,
a i=0

ol (x);+ := max(x,0) est la partie positive de x.

Théoreme 3.4.2. On suppose que J est une méthode de quadrature d’ordre p, avec p = n. Si f est
de classe €P*!, alors :

1 rb
E(f) = —f PV K, (0 de.
plJa
Démonstration. Ecrivons la formule de Taylor avec reste intégral :

(k)
f(x)—Zf @ -a)f+R, ),
i K

x f£(p+1) b £(p+1)
Rp(x):f %(x—t)pdt:f %(x—t)fdt.

a

avec :

Si on note P le polynome de Taylor de f en a al'ordre p, alors par linéarité E(f) = E(P) + E(Rp). Or
E(P) =0 car la méthode est d’ordre p. Par conséquent :

b b f(p+1) n b f(p+1)
E(f)zE(Rp):f U %(x—t)fdt)dx—Zwif %(xi—t)fdt.
a a . i=0 a .

. (p+1) . z ’
La fonction (x, t) — %(x —1)? est continue sur [a, b] x [a, b], donc on peut échanger 'ordre des
intégrales par le théoreme de Fubini. On échange aussi la somme et I'intégrale du 2¢ terme par
linéarité, et on obtient :

b( pb £(p+1) (p+1)
E(f):f(f %(x—t)fdx)dt fz f (t) xi— 0P de
a a .

b (p+1)(t) b n

i=0
b f(p+1)
=f u[(p(t)dt. O
a p!

En majorant | fP*V(#)| par || fP*V| o sur [a, b], on obtient la majoration suivante de l'erreur.

Corollaire 3.4.3. Sous les hypotheses du théoréme :

1 b
Vfe€P (la b)), |E(f)|s;||f”’+”||oof |K,(0)ldt. <
. a
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Corollaire 3.4.4. Sous les hypothéses du théoreme 3.4.2} si de plus K, est de signe constant, alors il
existe { € ]a, b[ tel que :

p+1) b
E(f) = M[ Kp(Hdt. >
p! a
Démonstration. Puisque K, est de signe constant, on peut utiliser la formule de la moyenne géné-

ralisée : (1) (pi1)
3¢ €la, bl f ) ol ()Kp(t)dt—ﬂf Ky(t)dt. O

Exemple 3.4.5 (Méthode des trapeézes). La méthode des trapezes est d’ordre 1, donc :

b
Y f e €*(la, b)), E(f)=f (K () dt.

Calculons le noyau de Peano :

b b
Kl(t)zf (x= )4 dx— =2 ((a= 1)1 + (b 1))

_b-1* b-a
2

= %(t—a)(t—b).

(b-1 caras<t<bhb

Cette fonction est négative pour tout ¢ € [a, b], donc le corollaire s’applique. Lintégrale de K3
vaut — &= “) , d’olt

(b a)3
3 elabl, EN)=-f"©

Par conséquent :
(b-a)®

b
Vfe€*(a, b)), [ENI=If"lo

) 3.4
1 3.4)
et 'erreur est négative si f est convexe, et positive si f est concave. <
Exemple 3.4.6 (Méthode de Simpson). La méthode de Simpson est d’ordre 3, donc :
b f4) t
Vfe€*(lab)), E(f) :f ! 6( )Ks(t)dl‘-
a
On peut montrer par un calcul fastidieux que :
1
S b-0*@b+a=-30) sits aib,
Ks(1) =
1 3 ath
—(a-1’Ra+b-31) sit=%42
12
Cette fonction est négative et son intégrale vaut — (b4_8‘3)5, donc :
Scelanl, B =-r0H LY
T 2880
Par conséquent :
VFeBH b, IEP=]fPle0l Y «
T - 2880 °

On mentionne le théoreme de Steffensen, qu’'on admet. Une conséquence de ce théoreme est que
le corollaire est toujours applicable pour les méthodes de Newton—Cotes.

Théoreme 3.4.7 (Steffensen, admis). Le noyau de Peano des méthodes de Newton—Cotes est tou-
jours de signe constant.
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3.5 Meéthode de quadrature composite

Le probleme des méthodes de quadrature interpolatoires précédentes est que I'approximation peut
étre assez mauvaise si l'intervalle [a, b] est trop grand. Pour y remédier, on utilise une méthode
composite : on considere a = ay < a; < --- < ay = b une subdivision de [a, b] et sur chaque intervalle
[a, ar+1] on utilise une méthode de quadrature interpolatoire simple. En toute généralité, on peut
utiliser des méthodes différentes pour chaque intervalle [ag, ar.1]. Le plus souvent, on utilise la
méme méthode pour chaque intervalle.

Considérons le cas ou la subdivision (ag)o<r<n est réguliere, c’est-a-dire :
Vke[0,nl, arp=a+kh,

ou h = N est le pas de la subdivision. Sur chaque intervalle [ay, aix+1], on utilise la méthode de
Newton—Cotes de degré n :

Ak+1 a —ar
f fx)dx ~ —’““n EY cif (i),
a

k i=0

ol X; i := ap + i FL=2E et (¢;)o<i<n sont les coefficients définis par (3.3). En réécrivant ay = a+ kh et
ai.1— ax = h, on obtlent :

Afr1 — Ak & hy
% Yocif(xip) = P 2 cif(ag. 1),
i=0

i=0

oua,, i =a+(k+ %)h
Définition 3.5.1. La méthode composite de Newton-Cotes de degré n avec N intervalles est la mé-
thode de quadrature :

NGy (S, [a,b]) = — zzc, (@, :), ak+,.:=a+(k+%)h_
N =0 i= " Z

ol les coefficients (c;)o<i<n sont définis par (3.3).

Exemple 3.5.2 (Méthode des trapézes). La méthode composite des trapeézes est définie par :

N-1
Tn(f,la,b )_hz e Jlan) hx(—f(a)+f(b) > f@ k))

D’apres (3.4), 'erreur de la méthode simple des trapezes est majorée par :

3
E(f laparaDl=  sup  If"(x )|Ms sup If”(x)l—.

x€lak,ak1] x€la,b]
Lerreur de la méthode composite est donc majorée par :

N-1
|En(f,[a, b)) < Y |E(f, ak, ak+1))
k=0
1! h3
< N[/ loo>
(b-a)®

1!
= . <
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a b a b

Figure 3.6 — A gauche : méthode des trapeézes (N = 6). A droite : méthode de Simpson (N = 3). Les
deux méthodes évaluent la fonction 7 fois, aux mémes points.

Exemple 3.5.3 (Méthode de Simpson). La méthode composite de Simpson est la méthode définie
par :
N-1

h
Snfila b == Y (flar) +4f(ag,) + flag)

k=0

N-1
- 2(—““);““ > fla+2 Y 1o, ))

oll a1 = %544 = g+ (k+ ) h. Le méme raisonnement que pour la méthode des trapézes montre
2 . . . 2
que l'erreur de la méthode de Simpson composite est majorée par :
(b—a)®

@
lEn(f,la,bDI= | f loo S g0 N <

Remarque 3.5.4. Si on veut comparer les erreurs de la méthode des trapézes et de Simpson, il faut
le faire pour un nombre de nceuds équivalents. En effet, pour un méme nombre N d’intervalles, la
méthode des trapeézes évalue f en N+1 points, alors que la méthode de Simpson évalue f en 2N+1
points (puisqu’on évalue aussi au milieu de chaque intervalle). Pour comparer les méthodes sur une
base commune, on définit heg = % le pas effectif, et on exprime I’erreur en fonction de celui-ci.
On a hegr = h pour les trapezes et heg = g pour Simpson.

Méthode Erreur Erreur (pas effecitf)
N b-a® b—
Trapézes ”f,/”oo% B2l f oo
. @y (b-ab
Simpson | || ™ lleo 555557 Rl @ loo 558

A pas effectif équivalent, 'erreur de la méthode des trapézes est en O(hgﬁ) alors que celle de la mé-
thode de Simpson est en O(hgff). Quand hegs — 0, Uerreur de la méthode de Simpson est négligeable
devant I'erreur de la méthode des trapézes. <

Remarque 3.5.5. Pour améliorer la précision d'une méthode composite, on a deux possibilités :
e augmenter 'ordre de la méthode;
e augmenter le nombre N d’intervalles.

Dans le cas de Newton—Cotes, la premiére option n’est pas recommandée : I'interpolation devient
instable et peut diverger. Il est donc préférable d’'utiliser une méthode d’ordre faible (mais stable),
et d’augmenter N si on veut gagner en précision. En pratique, la méthode de Simpson composite
donne en général un bon compromis entre le nombre d’évaluations de la fonction et 'erreur sur
I'intégrale. <
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3.6 Méthodes de quadrature de Gauss

La méthode de Newton—Cotes étudiée précédemment se base sur I'interpolation de f en des nceuds
équidistants. Or, on a vu au chapitre 2] que I'interpolation sur des nceuds équidistants n’était pas le
meilleur choix pour approcher f, en plus d’étre instable. On va donc chercher des nceuds pour
lesquels la méthode de quadrature interpolatoire est d’ordre le plus élevé.

Généralisons un peu le probleme du calcul d’'intégrale. On considere I un intervalle (non néces-
sairement fermé ou borné) et w: I — R; une fonction poids au sens de la définition Pour
f €€, w), on cherche a approcher numériquement I'intégrale :

f fxw(x)dx,
I

a l'aide d'une méthode de quadrature :
n
J(f) =) wif(x).
i=0

Définition 3.6.1. On dit que J est d’ordre p, pour le poids w, si J est exacte pour tout polynéme de
R,[X] :
p

VP eRy[X], fP(x)w(x) dx =) w;P(x;).
1 i=0

Remarque 3.6.2. Attention, la notion d’ordre d'une méthode dépend du poids w. Par exemple, la
méthode du point milieu est d’'ordre 1 pour w(x) = 1 sur [a,b], mais elle n'est en général que
d’ordre 0 pour un poids w quelconque. <

Notons (P,)qen la suite des polyndmes orthogonaux unitaires pour le poids w. On va voir que le
meilleur choix pour les nceuds est d’utiliser les racines des polyné6mes orthogonaux. Mais avant,
prouvons que P, possede n racines réelles distinctes et que celles-ci appartiennent a 1.

Proposition 3.6.3. Pour tout n € N*, P,, posséde n racines simples dans i (I'intérieur de I). <

Démonstration. Soient x; ..., X, les racines de P, appartenant a I et notons my,..., my leurs multi-
plicités. Alors Py, s’écrit[’ﬂ:
p
Pp(X) = [](X=x)™ x Q(X)
i=1
avec Q € R[X] un polynéme qui ne s’annule pas dans I. Par contraposée du théoréme des valeurs
intermédiaires, Q est de signe constant sur I. Considérons le polynome :

p 1 sim; est impair,
RX) =[[(X-x)%, avece; = ! P

o1 0 sim; est pair.
Alors P,,(X)R(X) = Hle(X—xi)mf”i x Q(X) avec m; +¢&; pair pour tout i € [1, p], donc P, x R est de
signe constant sur I\ {x1...,xp}. Par conséquent :

(PnyR>w =an(x)R(x)w(x)dx;é 0.
I

Or, P, est orthogonal a tout polyndme de R;_;[X], donc on doit avoir deg(R) = n. Ceci n’est possible
que si p=netm; =1 pour tout i € [1,n], c’est-a-dire si P, est a racines simples et toutes ses racines
appartiennent a I. O

3. dansle cas o p=0, Hle(X —x;)™i est un produit vide qui vaut 1 par convention.
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Théoreme 3.6.4. Il existe une unique méthode de quadrature interpolatoire a n + 1 nceuds d’ordre
2n+ 1. Ses nceuds sont les racines du (n + 1)-iéme polyndme orthogonal pour la fonction poids w,
et ses poids sont donnés par :

Vie[0,nl, w; :/Li(x)w(x)dx,
I

ol (L;)o<i<n sont les polyndmes interpolateurs de Lagrange aux noeuds (x;)o<i<n- Cette méthode est
appelée méthode de quadrature de Gauss.

Démonstration. Par analyse-synthese.
* Analyse. Supposons que J soit d’ordre 2n + 1. Notons IT,(X) = [T (X - x;). Si f € R,[X], alors
f x1, €Rypi1[X] donc :

n
flf(x)Hn(x) w(x)dx =) w; f(x;)I,(x;) =0
i=0
c’est-a-dire (f,I1,), = 0. Ainsi, I1, est unitaire, de degré n + 1 et orthogonal a tous les polynémes
de R, [X], c’est donc le (n + 1)-iéme polynéme orthogonal unitaire, et les (x;)p<i<n Sont ses racines.
Enfin, si on calcule I'intégrale des polynémes interpolateurs de Lagrange, on obtient :

Yie[o,nl, fLi(x)w(x)dx: Y w;Li(x)) = w;.
1 j=0

* Synthese. Considérons la méthode de quadrature :
n
JH)=) wif(x), w; =fILi(x)w(x) dx,
i=0

avec (xi)o<i<n les racines de Pj 41 et (Li)o<i<n les polyndmes interpolateurs de Lagrange. D’apres la
proposition |3.2.9} cette méthode est d’ordre n. Montrons qu’elle est d’ordre 2n + 1.

Soit f € Ryp41[X]. On effectue la division euclidienne de f par P,y : il existe Q,R € R[X] tels que
f =Prs1Q+R avec deg(R) < n. De plus, deg(f) < 2n+1 impose que deg(Q) < n. Par conséquent
P,11Q,donc:

ff(x)w(x) dxsznH(x)Q(x)w(x) dx+fR(x)w(x) dx = ZwiR(xi),
I I I

i=0

=0

car la méthode est exacte pour les polyndmes de R, [X]. Enfin, on a f(x;) = Py+1(x;)Q(x;) + R(x;) =
R(x;) pour tout i € [0, n], ce qui montre que :

flf(X) wx)dx =) w;f(x;).
i=0

Ainsi, la méthode est exacte pour les polyndmes de Ry, [X]. O
Remarque 3.6.5. La méthode est en fait exactement d’ordre 2n + 1. En effet, si on considére le poly-

noéme f(X) = H;?ZO(X— x;)? € Ry,42[X], alors on a

n
J(f)=) wif(x)=0,
i=0
mais :
ff(x)w(x) dx >0,
I

car c’est I'intégrale d'une fonction continue positive non nulle. Ainsi, une méthode a n + 1 nceuds
est d’ordre au plus 2n + 1, et la seule méthode de cet ordre est la méthode de quadrature de Gauss
de degré n. <
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Exemple 3.6.6 (Méthode de Gauss-Legendre). On appelle méthode de Gauss-Legendre la méthode
de quadrature de Gauss sur [—1,1] pour le poids w(x) = 1. Les polynémes orthogonaux sont alors
les polyndmes de Legendre. Le tableau ci-dessous donne les valeurs des nceuds et des poids pour
les premieres valeurs de n.

n | P,41 (unitaire) Racines x; Poids w; Ordre
0 X 0 2 1
1 XZ—% _\/Lg,\/% 1,1 3
2| X-3x 233 ;
3| X8 g | w1 f ¢ VE 3-0E V|

On dispose encore d’expressions exactes pour n = 4. En revanche pour n quelconque, les x; doivent
étre calculés numériquement, par exemple avec des méthodes itératives de type Newton. En Py-
thon, la fonction roots_legendre du module scipy.special calcule numériquement les nceuds
et les poids de la méthode de Gauss-Legendre. <

Un autre avantage des méthodes de quadrature de Gauss est que les poids w; sont toujours positifs.
Par conséquent, elles sont stables méme pour n grand contrairement a Newton—Cotes.

Proposition 3.6.7. Les poids w; de la méthode de quadrature de Gauss sont strictement positifs. <

Démonstration. Considérons les polyndmes interpolateurs de Lagrange L;. Les polyndmes L? sont
de degré 2n, donc la formule de quadrature est exacte :

fLi(x)zw(x) dx=3 w;Lj(x)* = w;.
1 j=0

Par conséquent, w; > 0 pour tout i € [0, n]. O

On termine avec le résultat suivant, qu'on admettra (voir [Demailly, 2016, chapitre III, section 3).

Théoreme 3.6.8. On suppose que I est borné et on note a =inf! et b =sup /. On considere la mé-
thode de Gauss de degré n sur I pour une fonction de poids w. Pour tout f € €2"*2([a, b)), il existe
¢€ela, bl tel que :

f(2n+2) (5)

EN =52

Ppi1(x)*w(x)dx.
a
Exemple 3.6.9 (Méthode de Gauss-Legendre). Pour n = 1, la méthode de Gauss-Legendre évalue
la fonction en 2 points. D’apres le théoréme précédent, pour f € €*([-1,11), il existe & € 1—-1,1] tel
que :

a6
B(f) ="

1
f P, (x)%dx.
-1

! ! 1) 8
f Pz(x)zdx:f (xz——) dx=—,
1 -1 3 45

||f ||oo 81
45 135

On calcule :

donc l'erreur est majorée par :

[E(N)] =
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A titre de comparaison, la méthode de Simpson sur [—1, 1] nécessite d’évaluer 3 fois la fonction, et
I'erreur est majorée par :

1f oo
9

Ce majorant est moins bon que celui de Gauss-Legendre, pour un nombre de points d’évaluation
plus grand.

EOE

<
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Chapitre 4

Résolution numérique des équations
différentielles ordinaires

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la résolution approchée d'un probleme de Cauchy d’ordre 1 :
Y6 =ft,y®)
y(to) = xo

Ce genre de probleme décrit I’évolution d'une quantité (ou d'un vecteur) y(¢) en fonction du temps,
la loi d’évolution étant donnée par la fonction f. En dehors de quelques cas particuliers, on ne sait
pas donner I'expression explicite de la solution (I’existence et I'unicité d'une solution n’étant pas
toujours garanties). En pratique, on se tourne vers les méthodes numériques pour approcher la
solution d'un tel probléme.

Dans tout ce chapitre, on considére I'équation différentielle ordinaire[l]:
y' (0= f(t,y0), &)
ou f: I xR — R est une fonction continue et I est un intervalle ouvert non vide de R.

Les résultats de ce cours se généralisent aux systemes différentiels :

y1(0 = filt, y1(0),..., ya(0)

V0 = falt, y1(0,..., ya(0)

qui s’écrivent aussi sous la forme (&) avec y = (y1,...,yq) et f: [xR% — R4, On se limite au cas d = 1
pour simplifier les démonstrations.

4.1 Résultats théoriques

Avant de chercher a approcher numériquement les solutions de (§), donnons quelques résultats
théoriques d’existence et d'unicité de celles-ci.

Définition 4.1.1. On appelle solution de I'équation différentielle (&) un couple (y,]) ot J < I est un
intervalle d’intérieur non vide, et y: J — R est une fonction dérivable telle que :

Yie], y'(@)=f(t,y@).

Soit (#y, xp) € I x R. On appelle probléme de Cauchy la recherche d’une solution (y,]) de (&) satis-
faisant la condition initiale y(#) = xp, avec fp dans l'intérieur de J.

1. on parle d’équation différentielle ordinaire, en opposition aux équations aux dérivées partielles, c’est-a-dire les
équations différentielles avec des fonctions de plusieurs variables.
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xXg=2
X0 =0,5
xp=-1

Figure 4.1 — Champ de pentes associé a 1'équation y'(r) = f(t, y(1)) avec f(t,y) = t — y. En chaque
point (¢, y), un petit segment de pente f(t, y) indique la direction que doit suivre une solution pas-
sant par ce point. On a tracé trois solutions issues d’'une condition initiale y(0) = xo différente.

Lexistence et I'unicité d'une solution au probleme de Cauchy ne sont pas automatiques pour une
fonction f continue quelconqueﬂ Et quand elle existe, elle n’est pas toujours globale, c’est-a-dire
définie sur I tout entier. Le théoreme de Cauchy-Lipschitz affirme que c’est le cas si f satisfait une
condition de Lipschitz par rapport a y.

Définition 4.1.2. Soit J c I. On dit que f est globalement lipschitzienne en espace uniformément
en temps sur J s'’il existe L= 0 tel que :

Vte], YynLyeR, |f(ty1)—f&y2)l<Liy—yal

Théoreme 4.1.3 (Cauchy-Lipschitz, version globale). On suppose que f est continue sur I xR et
globalement lipschitzienne en espace uniformément en temps sur tout segment [a, b] < I. Alors,
pour tout (fy, xo) € I xR, le probleme de Cauchy de condition initiale (#, xy) possede une unique
solution y: I — R, définie sur I tout entier.

La preuve de ce théoreme dépasse le cadre de ce cours. Vous I'étudierez plus en détail dans le cours
espaces vectoriels normés et calcul différentiel du semestre 6.

Remarque 4.1.4. Ce théoréme garantit que le probléme de Cauchy est bien posé : il posséde une
unique solution, définie sur I tout entier. C’est cette hypotheése que I'on retiendra pour la suite du
chapitre : elle assure que la quantité que I'on cherche a approcher numériquement, y(¢), est bien
définie partout et unique. <

4.2 Exemples de méthodes numériques

On suppose dans toute la suite du chapitre que f: I x R — R est continue et globalement lipschit-
zienne en espace uniformément en temps sur tout compact de I. Les hypotheses du théoreme de
Cauchy-Lipschitz sont satisfaites, donc pour tout (#y, xo) € I x R, il existe une unique solution y de
I’équation différentielle (&) telle que y(fp) = Xo.

2. la continuité de f garantit I'existence d’une solution locale (théoréme de Cauchy-Peano—-Arzela), mais pas son uni-
cité.

61



Soit T >0 tel que [fy, o+ T] < I. On cherche a approcher y sur l'intervalle [#y, o+ T] au sens suivant :
si (tn)o<n<n est une subdivision de [f, fop + T1, construire une suite (y,)o<n<n telle que y, = y(¢,).
On note h, = ty+1 — Iy le pas entre les temps ¢, et £,41, €t :

hmax = max hy,
0<ns<N-1

le pas de la subdivision. L'objectif est de construire (y,)o<n<n de sorte que l'erreur globale (aussi
appelée erreur de discrétisation) :

orsr%v'y”_y(t")"

tende vers 0 lorsque le pas de la subdivision tend vers 0.
4.2.a Schémas d’Euler
Soit y une solution de (£). Considérons le développement limité de y en ¢ :

y(t+h) =y +hy' (1) +o(h)
=y +hft,y®)+o(h).

Pour t = ¢, et h = h, et en négligeant le reste, on a 'approximation :
J/(tn+1) ~ J/(tn) + hnf(tn, _V(tn))-

Connaissant la valeur au temps ¢;, on peut approcher la valeur au temps ¢, avec cette formule. On
appelle schéma d’Euler explicite (schéma d’Euler en progression) la suite définie par récurrence :

Yns1=Ynt hnf(tn»J/n)y
avec yp une valeur initiale (typiquement y = xp, la valeur initiale du probleme de Cauchy).

On peut aussi faire le développement limité a rebours :
y&—h)y=y()—hf(t y)+o(h).

Pour h = h; et t = t,41, ceci conduit a 'approximation :
V(tn) = y(tn+1) — hn f(tns1, Y(tn+1)),

ce qu'on réécrit :
V(tps1) = y(ty) + hnf(tn+1»J/(tn+1))-

On appelle schéma d’Euler implicite (schéma d’Euler en régression) la suite définie par récurrence :

V41 = Yn+ hnf(tne1, Yns1)-

y

A ,

tn tn+1

Figure 4.2 — Une itération du schéma d’Euler explicite. Partant du point (¢,, y,), on avance le long
de la tangente de pente f (¢, y») jusqu’a t,4+1 = t, + hy, ce qui donne y,+1 = ¥n + hnf (tn, ¥n)-
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Figure 4.3 — Approximation de la solution de y'(t) = —2ty(¢), y(0) = 1, sur [0,2] avec un pas h = 0,2.
En noir : vraie solution. En rouge : schéma d’Euler explicite. En bleu : schéma d’Euler implicite.

Remarque 4.2.1. La méthode est dite implicite, car la relation de récurrence est en fait une équation
a résoudre pour calculer y, 4. En effet, y,,4+1 est un point fixe de 'application :

Fu(x)=yu+ hnf(tnﬂ,x)-

Si f est globalement lipschitzienne en espace uniformément en temps de constante L, alors F, est
lipschitzienne de constante h,L. Donc si hpaxL < 1, Fj, est contractante pour tout n et le schéma
d’Euler implicite est bien défini. De plus, on peut calculer y,.; avec une méthode itérative. <

Le schéma d’Euler implicite est donc bien défini, a condition que le pas soit assez petit, mais il
nécessite des étapes de calcul supplémentaires pour résoudre 1'équation de récurrence numérique-
ment. Selon la forme de la fonction f, il est parfois possible de résoudre I'équation algébriquement
et de rendre le schéma explicite.

Exemple 4.2.2. Considérons I'équation y’ = —2ry. C’est une équation différentielle linéaire admet-
tant pour solutions les fonctions y(#) = Aexp(— %), LeR.

¢ Le schéma d’Euler explicite s’écrit :

Yne1=Yn—2hntyyn
=1 -2hnty) yn-

¢ Le schéma d’Euler implicite s’écrit :

Yne1=Yn—2hntni1Yne.

Pour des temps (f,)o<n<n positifs, on peut isoler y,; et rendre le schéma explicite :

1
1 + 2hn tn+1

Yn+1 = Yn-

La figure [4.3]illustre ces deux méthodes. <

4.2.b Méthode de Taylor

Une généralisation naturelle de la méthode d’Euler est d’utiliser un développement limité a un ordre
plus élevé. Considérons par exemple le développement a I'ordre 2. On suppose que f est de classe
@1 sur I xR. Alors y' est de classe € sur I (car y'(£) = f(¢, y(t)) pour tout t € I), donc y est bien de
classe 62 sur I. On peut alors écrire :

y(t+h) =y@) +hy' (1) + %hzy”(t) +o(h?).
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On a y'(1) = f(t,y(1), cherchons I'expression de y”(¢). En dérivant y'(r) = f (¢, y(1)), on obtient :

d
Moy _ &
y )= dtf(t’y(t))

_Q(t (t))x1+g(t (1) x y' (1)
“or Y ay YWY

_of of
= 57 (B YO+ 58 y(0) x £,y (D).

Ainsi, si on note fl! € €°(I x R) la fonction définie par :

0 0
Vit,y)eIxR, Uty = a—];(t,y) + %(t,y) x f(t,y),

alorsona y"'(r)= f Mg, y(1)) pour tout ¢ € I. Le développement de Taylor-Young a I'ordre 2 de y
s’écrit : )

y(t+h) =y@) +hf(t,y(0))+ Ehzf[”(t,y(t)) +o(h?),
ce qui conduit au schéma suivant, appelé méthode de Taylor d’ordre 2 :

1
Yn+1 =Yn+t hnf(tn;_Vn) + zh,zqf[l](tn;_)/n)-

Cette construction se généralise au développement a I'ordre p. Si f est de classe €7 (I x R), alors la
fonction y sera de classe €P*! sur I, et le développement de Taylor-Young a I'ordre p s'écrit :

(t+h) = (t)+ih—k ® (1) + o(hP)
y =y0+ L gy o(h”).

1l nous faut 'expression des dérivées y©) en fonction de f.

Définition 4.2.3. Supposons que f € €” (I xR). On définit par récurrence les fonctions f!¥ :
o Flk-1] 9 Flk=1l
Vkell,pl, Vt,yelIxR, fH(t,y):= fa—t(t,y) + fay (LY x ft,y),

avec l'initialisation % := f.

Le méme calcul qui a montré que y"(¢) = fI!!(¢, y(1)) permet de montrer par récurrence le résultat
suivant.

Proposition 4.2.4. Si f € €P(I x R), alors toute solution y de (&) est de classe €¢P*lsur,etona:
Vkelo,pl, Veel, y*V@) =%, y@). <
On définit la méthode de Taylor d’ordre p par :

P1
Yns1:=Ynt Z ﬁhﬁf[k_l](tn,%z).
k=1""

Remarque 4.2.5. La méthode de Taylor n’est pas vraiment utilisée en pratique au-dela de p =2, du
fait de la complexité du calcul des f*. )
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4.2.c Méthode du point milieu

Un autre point de vue sur les méthodes d’Euler est le suivant. Si y est solution de I’équation diffé-
rentielle (&), le théoreme fondamental de 'analyse permet d’écrire :

In+1
Y(tps1) :y(tn)+f y'(s)ds
tn

Ina1
=y(tn)+f f(s,y(s)ds.
I,

n

En appliquant la méthode des rectangles gauches, on obtient I’approximation :

V(tns1) = y(ty) + hnf(tn»J/(tn))

Cette approximation est celle qu'on a utilisée pour définir le schéma d’Euler explicite. Si on utilise la
méthode des rectangles droits pour approcher I'intégrale, on retrouve le schéma d’Euler implicite.
En utilisant d’autres méthodes de quadrature pour approcher l'intégrale, on trouve de nouvelles
méthodes pour définir y,,. Considérons la méthode du point milieu :

In+1

V(1) = y(t) + f(s,y(s)ds

n

= y(ty) + hnf(tn+ %,y(l‘,ﬁ— %))

La valeur de y(t, + %) est inconnue, mais si on dispose d'une approximation j,, 1, on peut définir :
2

hy
Yns1=Yn+ hnf(tn + ?n,y,H;)-

Pour approcher y(z, , 1 ), on va utiliser le schéma d’Euler :

- h
yn+§ =Vnt ?nf(tn’J/n)~
On obtient finalement le schéma suivant, appelé méthode du point milieu :
- h
yn+% =Ynt ?nf(tnyyn)
hn
Yn+1 =Ynt hnf(tn + 7n,yn+;)

Plus généralement, toute méthode de quadrature va nous permettre de définir un schéma numé-
rique pour approcher la solution d'une équation différentielle, comme on le verra a la section (4.4

4.3 FEtude des méthodes a un pas
Les méthodes qu’on a vues précédemment peuvent toutes se mettre sous une méme forme.
Définition 4.3.1. On appelle méthode a un pas un schéma numérique de la forme :
Yn+1 = Yn+ hn @(tn, yn, hn),
ou ®@: [fp, to+ T1 xR x [0, H] — R est une application continue.

Remarque 4.3.2. 1l existe des méthodes a pas multiples, dans lesquelles y,; est calculé a partir de
plusieurs valeurs antérieures yp, ¥Yn-1,..., Yn—g+1. Nous ne les étudierons pas dans ce cours. <
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Exemple 4.3.3. Voici I'expression de la fonction @ pour les méthodes précédentes.
1. Euler explicite : ®(t,y, h) = f(t, ).
2. Euler implicite : ®(t, y, h) = f(t+h, x(t, y, h)) ou x(t, y, h) est 'unique point fixe de la fonction :

Fyp(x)=y+ hf(t+h,x).

On peut montrer que si h € [0, H] avec HL < 1, alors x(t, y, h) est bien défini et dépend conti-
nument de (¢,y, h).

3. Taylor d’ordre p : ®(t,y,h) = ij;é (kil)!hkf[k](t, ).

4. Point milieu : c’est bien une méthode a un pas, méme si elle utilise deux points y, et y,, 1
2
pour calculer yj,,1. En effet, la valeur de y,,, 1 est calculée a partir de y,, donc y,.1 ne dépend
2
finalement que de y,. La fonction ® est définie par :

h h
q)(l',y,h)zf t+§,y+§f(t,y) . <«

Dans la suite, on fixe une méthode a un pas définie par une fonction ®. L'objectif est de déterminer
a quelle condition I’erreur globale :

Orsrka;leyn -yl

tend vers 0 quand hpax — 0, et de déterminer la vitesse de convergence.

La difficulté est la suivante. Partant de yy, la méthode calcule une valeur approchée y; de y(#).
Cette valeur approchée y, est ensuite utilisée pour calculer une valeur approchée y, de y(t»), et
ainsi de suite. A chaque pas de la méthode, on commet une erreur d’approximation qui se propage
sur les calculs suivants. Il y a donc deux sources d’approximation :

e ®(ty, ¥n, hy) calcule une valeur approchée de 'accroissement w

pour calculer y,41;
* la valeur y,, utilisée dans le calcul de ® est elle-méme une approximation de y(z;).

Tout 'enjeu de I'étude est de contrdler la propagation de ces erreurs d’approximation.

4.3.a Consistance

Définition 4.3.4. Si y est une solution de ’équation différentielle (&), on appelle erreur de consis-
tance relativement a y les quantités :

Vnel0,N—-11, &pn:=y(tpt1) —y(tn) — hnq)(tn;y(tn); hy).

On dit que la méthode est consistante si pour toute solution y de I’équation différentielle (&) et
toute subdivision (#;)o<n<n, On a:

N-1
lim ) e, =0.
Bmax—0 n=0
Lerreur de consistance s’écrit £, = y(£;+1) — Jn+1 OU :

Vn+1=Y(tn) + by @ (8, y(t0), hy).
Lerreur de consistance est l'erreur entre la vraie valeur y(f,,1) au temps £,41, et la valeur approchée
Pn+1 qu'on aurait si la valeur au temps t;, était correcte, c’'est-a-dire si on avait y, = y(t,).

On verra que si la méthode a de bonnes propriétés de stabilité, I'erreur globale est contrélée par la
somme des erreurs de consistance. Si cette somme tend vers 0 avec le pas, c’est-a-dire si la méthode
est consistante, alors I'erreur globale tend vers 0.

66



\{
~

In In+1

Figure 4.4 - Erreur de consistance, en rouge. Essentiellement, 'erreur globale y(#,+1) — yn+1 cumule
I'erreur de consistance et I'erreur y, — y(t;) déja présente au départ.

Lemme 4.3.5. Pour toute solution y de (&) et toute subdivision (,)o<n<n de [fo, fo+ T], 0on a:

N-1 to+T
lim ) |e,l= f | (s, y(5) —®(s, y(s),0)| ds. <
max—Y p=0 fo

Démonstration. Soit y une solution de (£). Par le théoreme des accroissements finis, il existe 7, €
1y, th+1l tel que :
J/(tn+1) - y(tn) = hny,(Tn) = hnf(Tn» y(Tn))

On décompose :

En=y(tn+1) —y(tn) — hnq)(tn,yun); hy)
= hn(f(Tn;y(Tn) _q)(tn;yun)» hn))
= hy (f(Tny YT — (D(Tn,y(fn),o)) +hy, (CD(Tn;y(Tn),O) = D(ty, y(tn), hn)) .

N J . J

=A, =B,
e Limitede ) h,|A;|. On écrit :
N-1 N-1
Z hnlAy| = Z |f(Tn»J/(Tn)) _q)(Tn»y(Tn)»O)|(tn+1 —tn).
n=0 n=0

On reconnait la somme de Riemann associée a la fonction continue ¢ — |f(f, y(1)) — D(z, y(£),0)],
pour la subdivision (¢,;)o<n<n €t le pointage (7,)o<n<n-1. Par conséquent :

N-1 t+T
lim ) hplAgl= f | (s, y(5) = ®(s, y(s),0)| ds.
fo

—

max n=0

e Limite de Y h,|By|. La fonction (t, h) — ®(¢, y(t), h) est continue sur le compact [y, fo + T'] x [0, H],
donc elle est uniformément continue :

Ve>0, 36>0, VY(t,h),{t K)elty, to+T1xI[0,H],
lt—t|<8et|h—H|<6 = O, y(t),h) - O, y(t'), h)| <e.

Introduisons le module de continuité :
w(d) = sup{ld)(t,y(t), h)—-o,y),h):1t—-t|<bdet|h-h'|< 6}.

La continuité uniforme équivaut a (lsin(l)w(é) =0. Dans le cas de B;,, on a:
Yrel0,N-11, |®(Tny(Tn),0)—@(ty, y(tn), hp)| < 0(hmax),
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car [T, — tyl < hy < Bmax €t |0 — hy| < hmax. Par conséquent :

N-1 N-1
Z hn|Bpl < Z hnw(hmax) = T @(hmax) — 0.
n=0 n=0 max—0

e Limite de }_|e,|. Par inégalité triangulaire inversée :

N-1 N-1 N-1 N-1
Z lenl — Z hnlAnl| < Z len —hnAnl = Z hn|Bnl 0.
n=0 n=0 n=0 n=0 Pimax—
Donc:
N-1 N-1 to+T
lim ) leyl= lim ) hylAyl :f |f(s, () = D(s,¥(s),0)| ds. O
himax—0 n=p hmax—0 = fo

On en déduit la caractérisation suivante de la consistance d’'une méthode a un pas.
Théoreme 4.3.6. La méthode est consistante si et seulement si :
V(t,y)elt, o+ TIxR, @(t,,0) = f(z, ).
Démonstration. Supposons que O(t, y,0) = f(t, y) pour tout (t, y) € [fy, fo+ T] xR. Alors pour y = y(t)
une solution de (&), d’apres le lemme[4.3.5] pour toute subdivision on a :
N-1 t0+T
lim ) |enl = f | £ (s, () = D(s,¥(5),0)|ds =0,
Io

max VY p=0

donc la méthode est consistante.
Réciproquement, supposons que la méthode est consistante. Alors pour toute solution y de (&),
toujours d’apres le lemme[4.3.5} on doit avoir :

t+T
f |f(s,y(8) —D(s,¥(5),0)|ds =0,
To

c’est-a-dire :
Vselto, to+T1, f(s,y(8) =D(s,y(s),0).

Soit (t,x) € [tp, to+ T] xR. Par le théoreme de Cauchy-Lipschitz, il existe une solution de (&) telle que
() = x. Pour une telle solution, on a f(t, x) = ®(t, x,0). Ceci étant vrai pour tout (¢, x), le théoréme
est démontré. O

Exemple 4.3.7. Avec ce théoréme, on vérifie que toutes les méthodes évoquées précédemment (Eu-
ler, Taylor, point milieu) sont consistantes. <

4.3.b Stabilité

Le calcul numérique de y,+; a partir de y, se fait en pratique avec une erreur d’arrondis. Pour que
la méthode soit utilisable, il faut que la propagation de ces erreurs soit controlée.

Définition 4.3.8. On dit que la méthode est stable s'il existe une constante S = 0 appelée constante
de stabilité telle que pour tout & et pour toutes suites (¥,)o<n<nN, (Zn)o<n=nN, (01)o=n=n satisfaisant :

VnelO,N-11, yp+1=Yn+ hnq)(tn»J/n» hy),
vn € IIO)N_ 1]]7 Zn+1 = Zl’l + hnq)(tny Zn» hn) +6n;

alorson a:

n=0

N-1
OISI}f;xNIyn —zpl < S(IJ/O —zol+ ) |5n|)~
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Notons que la stabilité est une propriété de la méthode et n’a rien a voir avec 'équation différen-
tielle. Si la fonction @ vérifie une condition de Lipschitz en espace, on montre que la méthode est
stable.

Théoreme 4.3.9. On suppose que ® est globalement lipschitzienne en sa 2¢ variable uniformément
en ses autres variables, c’est-a-dire qu’il existe A = 0 telle que :
Vte[tO)tO+T]r VJ/I,J/ZE[R, VhE[O)H]) |q)(t»J/1»h)—(D(t,}’2»h)|5A|J’1_J’2|-

Alors la méthode est stable, de constante de stabilité S = e7.

La démonstration s’appuie sur le lemme suivant, dont la démonstration par récurrence est immé-
diate.

Lemme 4.3.10 (Gronwall discret). Soient (e,) nen, (@n)nen €t (bn) nen des suites positives telles que :
VneN, eni1=<ape,+b,.
Alors on aPl:

VnelN, e;<

n-1 n-1{ n-1
H ay |eo + 1_[ aj bj. <
k=0 j=0\k=j+1
Démonstration du théoremel4.3.9 En faisant la différence de y,.; et z,4+1,0na:
| Vi1 — Zn+1l S |lyn—znl + hn|q)(tn»)’n; h) —®(ty,, zy, h)| + 164l
=(Q +Ahn)|yn —zpl+ 105l

On applique le lemme de Gronwall discret aux suites e, = |y, — znl, an =1+ Ah, et by, =0, :

n-1 n-1{ n-1
Vne[0,N], Iyn—znls( (1+Ahy) |y0—z0|+z( [T a+Anp|i8;.
k=0 j=0\k=j+1
On utilise la majoration 1 + x <e* :
n-1 n-1 n-1
[T A+Ahp <[] +ARy) < J] eMr =l
k=j+1 k=0 k=0
D’olu
n-1
vne[0,N], |yn—zn|seA“ﬂ“O)(|yo—zo|+Z|6j|).
j=0
Finalement :
AT N-1
max —zyl<e —zo| + 6ill. O
OSnSlen nl (lyO ol ];)l ]l)

Exemple 4.3.11. Supposons que la fonction f est globalement lipschitzienne en espace uniformé-

ment en temps sur [fy, fp + T] de constante L. Le théoreme précédent s’applique aux cas suivants :

1. Euler explicite, avec A = L. La constante de stabilité est donc S = elT,

LT
2. Euler implicite, avec A = ﬁ (si LH < 1). La constante de stabilité est S=eT-1H.

LH
3. Point milieu, avec A = L(1+ £2). La constante de stabilité est S =elT1+%27).

Pour la méthode de Taylor, c’est plus délicat car cette méthode fait intervenir les dérivées partielles
de f dont on ne sait rien. Siles f'¥ sont aussi globalement lipschitziennes en espace uniformément
en temps, alors la méthode de Taylor est stable. <

Remarque 4.3.12. La constante de stabilité devient vite tres grande si T ou L est grand. Dans ce
cas, on parle de probléemes raides (stiff equations en anglais). Des méthodes spécifiques existent
pour étudier et approcher ce genre de problémes. En ce qui nous concerne, on évitera d’utiliser les
méthodes vues dans ce cours pour approcher une solution en temps long, ou pour des équations
différentielles avec une constante de Lipschitz L trop grande. <

3. avec la convention qu'une somme vide est nulle et qu'un produit vide vaut 1.
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4.3.c Convergence et ordre d’'une méthode

Définition 4.3.13. On dit que la méthode est convergente si pour toute solution y de (&) et toute
subdivision (#;)o<n<N, ON a :

e, |yn—y (&) — 0,

lorsque (hmax, o) — (0, y()).
Théoreme 4.3.14. Si la méthode est stable et consistante, alors elle est convergente.
Démonstration. Par définition de 1’erreur de consistance, on a :

V(tns1) = y(ty) + hnq)(tn,_}/(tn)y h)+ey,.

Puisque la méthode est stable, on a :

n—1
lyn =yt < S(Iyo —-y()l+ ) Iekl).
k=0

avec S la constante de stabilité. Par conséquent :

N-1
max [y, = y(in)| < S(Iyo—y(to)l+ Y Iekl)

k=0

Puisque la méthode est consistante, le majorant tend vers 0 quand hmax — 0 et yo — y(Z). O
On s’'intéresse maintenant a la vitesse de convergence de |'erreur globale.

Définition 4.3.15. On dit que la méthode est consistante a 'ordre p si pour toute solution y de
I'équation différentielle, il existe C > 0 tel que pour tout £, les erreurs de consistance relatives a y
satisfont :

Vnelo,N-1], leal<ChE™.

Attention au p +1 en puissance de h,, alors que 'ordre vaut p. La raison de cette définition est que
silexl = O(hﬁ“), alors la somme des erreurs de consistance est en O(h),,) comme on le verra.

Le théoreme suivant donne une condition nécessaire et suffisante sur ® pour que la méthode soit
consistante a I'ordre p.

Théoreme 4.3.16. Supposons que f € €P ([, to + T] x R) et que pour tout k < p, ahk existe et est
continue sur [f, fp + T] x R x [0, H]. Alors la méthode est consistante a 'ordre p si et seulement si :

k@

ahk(t SAE f“”(t » (4.1)

Y(t,y)€lty, o+ TI xR, Vkel0,p-1],

ot les % ont été définis par la définition [4.2.3]

Remarque 4.3.17. Pour une fonction f de classe €, les théorémes et|4.3.16 entrainent :
la méthode est d’ordre 1 <= V(t,y), ®(t,y,0) = f(t,y) < la méthode est consistante. <

Démonstration. Soit y une solution de (£). La formule de Taylor-Lagrange appliquée a y et ® donne
I'existence de 1, € 1t,, th+1[ et 05, €10, hy[ tels que :

p k) (p+1) p flk-1] [p]

y(tn) kY (Tn) p+1 f (tn, y(tn)) k f T yan) p+1
t — t = h = h

Ytne1) = y(tn) kz_l Mo e T A ! T

—l1 oFd ‘
O (t, y(tn), hy) = Z T S L Y (00, O) iy +

’

1 3h? O (b (1), O L.
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Les erreurs de consistance relativement a y sont donc :

En=Y(tns1) —y(tn) — hnq)(tn,y(tn), hy)

I E i, y ) 0%
& k+1 ohk

hk+1 Pz, 1 0P D
3 +hp“(f @ y@a)) 1O s 0.

(tn,_]/(tn)yo)) (p+1)! p! 0h?

Les fonctions t— fP!(¢,y(1) et (t,h) — ahv ® (£, y(1), h) sont continues sur les compacts [, fo + T] et
[0, fo + T'] x [0, H], donc elles sont bornées. Il existe une constante C > 0 qui dépend de y et de @
telle que :

Vne[0,N]

[p] P
‘f Tny@n) 10 q)(tn,y(tn)ﬂn) =C

(p+ 1! p! OhP

. . . R +1, . )
Par conséquent, les erreurs de consistance relativement a y sont en O(h}, ") si et seulement si :

k

vnel[O,N], Vkel[0,p-1], 0 q)(tn»y(tn) 0) = —— ¥ (tn, y(£n)). (4.2)

k+1
On peut maintenant démontrer I'équivalence du théoreme.
(=) Si (4.1) est vérifiée, alors (4.2) aussi donc la méthode est d’ordre p.

( <) Réciproquement, si la méthode est d’ordre p, on doit avoir pour toute solution y et
toute subdivision. Soit ¢ € [, tp + T] et soit x € R. Par le théoréme de Cauchy-Lipschitz, il existe une
solution y de telle que y(7) = x. Soit ng tel que ¢ € [ty,, ty,+1]. Alors £, — t lorsque hpax — 0, et
par continuité y(t,,) — y(¢) = x, donc en prenant n = ny et hmax — 0 dans (4.2), on obtient que :

o~ 1
Vkel[0,p—11, t,x,0 K, x).
[0,p—11 ahk( )= +1f (t,x)
Ceci étant vrai pour tout ¢ € [fy, fp + T] et tout x € R, on a prouvé (4.1). O

Exemple 4.3.18. Passons en revue |'ordre des méthodes étudiées jusqu’a présent.

1. La méthode d’Euler explicite est d’'ordre 1 mais pas d’ordre 2. En effet, on a déja vu que
®(t,y,0) = f(¢,y) (consistance), mais :

) 1
_0x 2l
ah(t,y,o) O?fzf &, y.

2. On peut vérifier que la méthode d’Euler implicite est d’ordre 1 mais pas d’ordre 2.

3. La méthode de Taylor d’ordre p est, par construction, consistante a I'ordre p si f € €7 (I x R).

En effet : )
p—
@(t,y,h h* 8 (),
(t,y,h) = kZO(k o ey
donc pour tout ke [0,p—1] :
ot (K] (K]
£,,0)= V)= —— t,
ahk( »,0) = ks 1)'f (t,y) f (t,y).

4. La méthode du point milieu est d’ordre 2 si f € €2 (I x R). En effet, elle est au moins d’ordre 1
car elle est consistante. De plus :

h h
q)(t,y;h):f(t+§,y+§f(t,_l/))»

donc:
0P 10f

h
%(t,y,h) EE(H__JH_ —=f(t,y

h
+ f(ty)—f(t+—y+ f&,n|.

Pour i =0, on a bien 3% (¢,,h) = 1 fU(¢,y), donc la méthode est d’ordre 2. On peut vérifier
qu’elle n’est pas d’ordre 3. <
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Théoreme 4.3.19. Si la méthode est stable et consistante a 'ordre p, alors pour toute solution y de
I’équation différentielle (&), il existe C > 0 tel que pour toute subdivision (f,)o<n<p :

Jmax |y, = y(t)| < S(1y0 = y(t0)| + CT hfnay)-

Démonstration. En reprenant le raisonnement du théoréme|4.3.14, on a:

N-1
max |y, — y(ta)l < S|lyo -yl + D lenl .
0<n<N n=0

Puisque la méthode est consistante a l'ordre p, il existe C > 0 tel que :

Vnel0,N-1], |e,l<Ch:™.

Donc :
N-1 N-1
leal<C Y HEY
n=0 n=0
N-1
<CY hyxhb..
n=0
< CTh? .. O

Remarque 4.3.20. Si on choisit yy = y(fy) (condition initiale du probleme de Cauchy), le théoréme
précédent affirme qu'une méthode consistante a 'ordre p a une erreur globale majorée par :

max |y, — y(tn)| < SCT hbay.
0<n=sN

Quand hmax — 0, la vitesse de convergence de l'erreur globale est donc en O(hglax). <

4.4 Méthodes de Runge-Kutta

4.4.a Construction et exemples

Considérons I'expression intégrale de la solution de 1'équation différentielle :

1,

Y(tne1) = y(E) + " fs,y(s)ds.

In

On fixe cy,..., ¢4 € [0,1] (pas nécessairement distincts) et on considere les temps intermédiaires :
ni=1tn+ C,‘hn.

Lidée des méthodes de Runge-Kutta est d’approcher l'intégrale par une méthode de quadrature sur

les nceuds (£,,i)o<i<q :
t

" s, y()ds = hy

ty i

bif(tn,irY(tn,i));

q
=1

avec (b;)o<i<q des poids. Si on dispose d’approximations j,,; = y(f,;), on peut définir le schéma :

q
Yn+1=Yn+ hp Z bif(tn,i’j’n,i)'

i=1

Pour approcher les y(,,;), on va de nouveau utiliser des méthodes de quadrature (potentiellement
différente pour chacun). L'équation intégrale s’écrit :

tn,i

Y(tni) = y(tn) + f(s,y(9)ds,

n
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on approche l'intégrale par une méthode de quadrature sur les mémes nceuds (¢, j)1<j<q :

tn,i q
f fs,y(s)ds=hy Y a;jf(tn,j, I, ),
tn j=1

avec a;,j des poids.
On définit ainsi la méthode de Runge-Kutta a g étages :

ni=1th+ Cihn

9 Vie[0,ql
Vni=Vn+h a; i f(ty i, ¥ni)
) Yn,i=Yn n]; i,j.f (tn,j> Vn,j (RK,)

q
Yn1=Ynt hy, Z bif(tn,i; Vi)
i=1

La méthode est entierement déterminée par les coefficients (a;, j)1<i j<g, (bi)1<i<q €t (Ci)1=i<q- On
résume la méthode par le tableau ci-dessous, appelé tableau de Butcher :

G|y a2 - Qlg

C | d21 a2 -+ d2gq

Cq | Qg1 Gq2 - Qqq
by by - by

En toute généralité, les (7,,i)1<i<4 sont définis implicitement par un systéme non linéaire de g équa-
tions. On peut montrer que si hpyax €st assez petit, ce systéme admet bien une unique solution qui
peut étre déterminée par des méthodes de point fixe. Le plus souvent on préferera utiliser les mé-
thodes de Runge—Kutta pour lesquelles :

Vi,jell,ql, isj= ai,j=0,

de sorte que chaque j,; s’exprime directement en fonction des (,j)1<j<i-1 précédents. Cette
condition revient a dire que la matrice des (a;,j)1<;,j<q €st triangulaire inférieure stricte. Dans ce
cas, la méthode de Runge-Kutta est explicite et les (y5,1)1<i<4 se calculent par récurrence.

Remarque 4.4.1. Les méthodes de Runge-Kutta sont parfois présentées en version « standardisée ».
Sion pose g(u) = f(ty,+uhy, y(t,+uhy)) avec u € [0,1], un changement de variable permet d’écrire :

In+1

1 tn,i Ci
f(s,y(s))ds = hnf g(wdu, et f(s,y(8)ds= hnf g(wdu.
0 0

In In

Une méthode de Runge-Kutta est définie en se donnant une méthode de quadrature pour chacune
de ces intégrales de g :

¢ une méthode de quadrature principale :

1 q
j(; gwdu= Z big(ci),

i=1

¢ des méthodes de quadratures intermédiaires :

Ci q
Vie[l,ql, fo gwydux ) aj;gc)). b
j=1
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Remarque 4.4.2. Si on note py ; = f(n,i, ¥n,i) la pente en (¢, ;, n,i), le schéma (RK) s'écrit aussi :

Ini=1In+ Cihn

q Vie[0,qg]
Pn,i = f Ini>Yn+ hy, Z ai,jPn,j
j=1

A

q

Vn+1=Yn+hy Z bipn,i
i=1

On préférera cette forme lors de 'implémentation, car les quantités dont on a vraiment besoin pour
calculer y,+1 sontles (py,i)1<i<q. On évite ainsi d’évaluer f inutilement. <

Dans la suite, on supposera que toutes les méthodes de quadrature utilisées sont d’ordre 0 (exactes
pour les constantes). Par conséquent, on a les relations :

q q
Y bi=1, et VYiell,ql, c¢i=) a;. (4.3)
i=1 j=1

Remarque 4.4.3. Pour une méthode de Runge-Kutta explicite, on a nécessairement a;,; = 0 pour
tout j € [1,4g] et c; = 0. Autrement dit, la premiere ligne du tableau de Butcher est entiérement
nulle. On a donc t,,; = t, et ¥u,1 = Vn- <

Exemple 4.4.4 (Méthodes RK;). La seule méthode RK; explicite a pour tableau de Butcher :

0|0

1

C’est la méthode d’Euler explicite. La méthode d’Euler implicite est aussi une méthode RKj, de ta-
bleau de Butcher :

111
_— <

1

Exemple 4.4.5 (Méthodes RK,). Les méthodes RK> les plus connues sont :

e Méthode du point milieu. C’est une méthode RK; explicite. La méthode de quadrature prin-
cipale est la méthode du point milieu, et la méthode de quadrature intermédiaire est la mé-
thode d’Euler explicite. Son tableau de Butcher est :

0/0 0
1|1
2012 0
0 1

¢ Méthode de Heun. Cette méthode consiste a utiliser la méthode des trapezes comme mé-
thode de quadrature principale :

tust N f(tn;y(tn))+f(tn+1:y(tn+1))
. f(s,y(s)ds=hy 5 .

Comme pour la méthode du point milieu, la valeur inconnue y(t,+1) est approchée avec la
méthode d’Euler explicite, ce qui conduit au schéma :

Vne1=yn+ hnf(tn;J/n)

1 1 -
Yne1=Yn+hy zf(tn:_)/n) + zf(tn+1»yn+1) .
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C’est une méthode RK; explicite de tableau de Butcher :

00 O
111 O
11
2 2

¢ Méthode de Crank-Nicolson. Cette méthode utilise aussi la méthode des trapézes comme
méthode de quadrature principale :

st U y(t) + f (1, Y(tns1))
. f(s,y(s))ds = hy, 5 ,

mais au lieu d’approcher y(t,+1), on laisse le schéma sous forme implicite :
1 1
Yns1=Yn+hn Ef(tn,yn) + Ef(tnﬂ’ Yn+1) |-

On vérifie que le schéma est bien défini si s L <2, ot L est la constante de Lipschitz de f.
C’est une méthode RK, implicite, de tableau de Butcher :

Toutes ces méthodes sont stables et d’ordre 2, comme on peut le vérifier (ce sera une conséquence
des résultats qui suivent). <

Exemple 4.4.6 (Méthode RK,). La méthode de Runge-Kutta classique est donnée par le tableau :

0/0 0 0 0
1)1

11i 00 0
1 1

1o 4 00
1/0 0 1 0
1 2 1
6 6 b o

Elle correspond a la méthode de quadrature principale :

1
fg(u)du~—g(0)+ g(3)+ g(%)+6g(1)

_l(_ (0)_,__ (l)_,.l 1) (Simpson)
~2\38W T 38l2) T 38 P

et aux méthodes de quadratures intermédiaires :

1
2 1
pour i =2: f ’ gwdu= 2 g(0) (rectangles gauches)
0
3 1
pouri=3: f gwdu= Eg(%) (rectangles droits)
0
1
pouri=4: f gwduxg(3) (point milieu)
0
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Le schéma s’écrit :
Pn1= f(tn»yn)

h h
Pn2 = f(tn + ?n»_)’n + ?npn,l)

h h
N Pn3= f(tn + ?H»J’n + lepn,z)

Pna = f(tn + hnr)’n + hnpn,S)

1 2 2 1
Yn+1=Yn+hy épn,l + épn,z + gpn,S + gpn,4

Cette méthode est parfois appelée «la» méthode de Runge-Kutta. Elle est stable et d’ordre 4. Elle
est trés utilisée en pratique car elle offre un bon compromis entre I’ordre et le nombre d’évaluations
de f a chaque pas (4 évaluations par pas). <

4.4.b Consistance et stabilité

Si on considere I'écriture avec les pentes du schéma (voir remarque [4.4.2), la fonction ® d’'une mé-

thode de Runge—Kutta s’écrit :
q
o(t,y,h) =) bipi(t,y,h),
i=1

ou les fonctions p; sont solution du systeme :
q
Viell,ql, pit,y,h)=flt+cihy+h)_ aijp;jtyh | (4.4)
j=1
Théoreme 4.4.7. Notons L la constante de Lipschitz de f, et posons :

q
a = max Zlal—,jl.
l=i=q ;5

Si LHa < 1, alors le systeme (4.4) admet une unique solution, donc la méthode de Runge-Kutta est

bien définie. De plus, elle est stable de constante de stabilité S =e T avec :

L q
AN:=———> |b;l.
1-LHa ;' 2
Démonstration. Montrons que la méthode est bien définie. Posons F: RY — R la fonction définie
par:

q
Viell,qgl, Vx=(xi,....x0) €RY, Fi(x)=f|t+cihy+h)_ a;jxj|.
j=1

Alors (4.4) équivaut a dire que (pl(t, »h),...,pq(t,y, h)) est un point fixe de F. Montrons que F est
contractante sur RY pour la norme :

VxeR?, |xlleo:= max|x;l.
l<i=q
Soient x,x' € R9, on a :

q q
Viell,ql, |Fi(0)-Fix)|<Lh)lajllxj—x;|< LH(Z|a,-,,-|)||x—x’||oo.
=1 j=1

En prenant le maximum sur i, on obtient :

IF(x) = F(xX)loo < LHal| X = X[ 0o-
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Puisque LHa < 1 par hypothese, 'application F est contractante. Par le théoréeme de point fixe de
Banach-Picard, F admet un unique point fixe. Les fonctions p; sont donc bien définies. On admet
qu’elles sont continues.
Montrons que la méthode est stable. Soient y;, 2 € R, on a:
q
|@(t, y1,h) = (2, y2, )| < X _1bil| pit, y1, ) = pi(t, y2, ).

i=1

Puisque les p; sont solution de (4.4), on a:

q
|pi(t,y1, ) = pi(t, y2, )| < Liy1 = yol + Lh Y_la,jl|pj(t, y1, 1) = pj(t, y2, h)|
j=1

q
< Liy1 - yal +LH(ZIai,jI) 1rnja);|pj(t,y1,h) - pj(t,y2, h)|.
j=1 <j<

En prenant le maximum sur i :
fg?g;'pi(t;,}/l;h) - pi(t,y2,W)| < Liy1 — ol +LHalrgia<>§i|pi(t,y1,h) - pi(t,y2, 0|,

ce qu'on réécrit :

[y1 = y2l,

L
Ly, h)—pi(t, vy, h)| < ——
ml,aXIPl( y1,h) = pi(t, y2, h)| T Tia

car LHa < 1. Finalement, on obtient :

q L q
|D(2, y1, ) — (1, y2, B)| < D_Ibil| pi(t, y1,h) — pi(t, yo, B)| < —(Z|bi|)|y1 -yl
i=1 1-LHa\;5

On conclut grace au théoreme4.3.9 O

Remarque 4.4.8. Si les méthodes de quadrature sont d’ordre 0 (hypothese (4.3)), et que leurs poids
sont positifs, on a :

q q q q
2 Ibil=) bi=1, et ) laijl=) aij=ci
i=1 i=1 j=1 j=1

donc a = max; ¢; < 1. La constante de stabilité s’écrit alors S = e’T avec :

L
T 1-LH’

Si H est petit devant L1, alors la constante de stabilité est essentiellement S ~ e-T et la méthode de
Runge-Kutta est aussi stable que la méthode d’Euler, quel que soit le nombre d’étages q. <

Remarque 4.4.9. Dans le cas d'une méthode explicite, celle-ci est toujours bien définie et stable,
sans la condition LHa < 1. En reprenant la preuve ci-dessus, on peut montrer que la constante de

stabilité s'écrit S = eAT avec :

q i-1
A=LY Ibil ) (LH&),
i=1 k=0
voir Demailly| (2016). Si LHa = 1, alors la constante A croit avec g. Dans le cas ol les b; et les a;,j
sont positifs, et sous I’hypothése (4.3), on peut simplifier :

q-1

A=LY (L) >
k=0
Proposition 4.4.10. La méthode de Runge—Kutta est consistante si et seulement si Z?:l b;=1. <
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Démonstration. Calculons ®(¢,y,0). Les p;(t,y, h) sont 'unique solution du systeme :
q
Viell,ql, pit,y,h)=flt+cih,y+h)_ aijpjt,y,h))|
j=1

Pour h=0, on a p;(t,y,0) = f(¢,y) pour tout i € [1, g]. Par conséquent :
q q

(t,,0)= ) bipi(t,y,00=|>_b;i|f(t,).
i=1 i=1

D’apres le théoreme ‘ la méthode est consistante si et seulement si Z?:l b; =1. O

Si on utilise des méthodes de quadratures d’ordre 0 et a poids positifs, alors la méthode de Runge-
Kutta est bien définie pour hy s assez petit, elle est tres stable, et elle est consistante. La méthode
de Runge—Kutta est donc convergente (théoréme [4.3.14). Il ne reste qu’a déterminer 'ordre de la
méthode.

4.4.c Ordre

Proposition 4.4.11. On suppose que f € €'(I x R). Sous I'hypothese (4.3), la méthode de Runge—
Kutta est consistante d’ordre 2 si et seulement si :

a 1
Z biC,' =—. <
i=1 2
Démonstration. Sous I'hypotheése (4.3), on a vu que la méthode était d’ordre 1 :
Y(t,y) elty, o+ TI xR, @(¢,y,0)=f(t,y).

Montrons que de plus, la méthode est d’ordre 2 si et seulement si }_; bjc; = % On donne la preuve
dans le cas d'une méthode expliciteﬂ c’est-a-dire que la matrice des a; ; est triangulaire inférieure
stricte. Puisque la méthode est explicite, on a :

q
o(t,y,h) =) bipi(t,y,h),
i=1
ol les fonctions p; sont définies par récurrence par :
i-1
Viel2,ql, pit,yh)= f(t+ cih,y+h) ajpj(t,y, h)),
j=1
et p1(t,y,h) = f(t,y). Par récurrence immédiate, les p; admettent une dérivée partielle par rapport

N 0 i .
a hetles % sont continues. De plus, on a :

opi
oh

0 i-1
(t,y,h) = cia—];(t+cih,y+hz ai_jpj(t,y,h))
j=1

i—

of i-1 1 izl dp;j
+—(t+c,~h,y+ h) aijpjty, h))( ai,jpj(t,y, ) +h)_ a;j—=(t, h))~
oy =1 =1 =1 " oh

4. pour une méthode implicite, la difficulté est de justifier que les fonctions p; sont dérivables par rapport a h. Les
outils nécessaires pour le faire seront vus au cours espaces vectoriels normés et calcul différentiel. Le reste de la preuve est
identique.
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Pour h=0:

of -

0)_016 (t y )Z l]P](t,y,O)
j=1
0 i-1
=g () 3 () S a6
0 0
=agHey)+agb e sy
=i f1(, ).
Finalement :
0] I dp d
—(6,5,00= Y bi=—(t,5,00=|Y_bic; | f(z, ).
6h( ¥,0) Z:Zi tah( ,0) (Z:Zi lcl)f (t,y)
Par le théoreme la méthode est d’ordre 2 si et seulement si )_; b;c; = % O

Avec des calculs similaires (mais trés fastidieux) on peut montrer le résultat suivant.

Proposition 4.4.12. On se place sous I'hypothese (4.3).

e Si f € 6?(I xR), la méthode est d’ordre 3 si et seulement si :

q 1 4, 1 d 1
bici = -, bic; = -, bia; jcj=-.
Y b=z Ybict=g X b =g

ij=1

* Si f e €3I xR), la méthode est d’ordre 4 si et seulement si elle satisfait les conditions pour
étre d’ordre 3, et de plus :
q 3 1 q ) 1 q 1 q 1
Zbici =Z, Z biai,jcj=E, Z biCiai,jCj=§, ' Z b,-ai,jaj,kckzﬂ. <«
i=1 i,j=1 i,j=1 i,j,k=1

On pourra vérifier que la méthode RKy classique satisfait toutes ces conditions, c’est donc une mé-
thode d’ordre 4.
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