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L3 Mathématiques
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Livret d’exercices

1 Résolution d’équations
Exercice 1. Considérons I’équation :
x(1+e)=e*, xeR.
1. Montrer que cette équation admet une unique solution réelle x..
2. Soit f: R— R la fonction définie par :

X

VxeR, f(x):=

1+e*

1 / 1
a. Montrer que f est €  sur Ret que VxeR, |f'(x)| < I
b. Construire une suite (x,),en qUi converge vers X, €t majorer |x, — X.|.
c. Soit € > 0. Déterminer n tel que |x, — x.| <€.

Exercice 2. Considérons I'équation :

x=e ¥ xeR.

1. Montrer que cette équation admet une unique solution réelle x..
2. En utilisant la relation x, = e™**, montrer que x, € le L 1[<0,1].
3. Combien d’itérations de la méthode de la dichotomie, appliquée sur [0, 1], garantissent une approxi-
mation de x, 2 1078 preés?
4. Soit F(x):=e™".
a. Montrer que [e!, 1] est stable par F.
b. Montrer que F est contractante sur cet intervalle, et en déduire que la suite (x,),en définie par
Xp+1=F(xy), xp € [e71,1], CONverge Vers X.
c. Cette convergence est-elle au moins linéaire, au moins quadratique?
5. Soit f(x)=e " —x.
a. Donner la relation de récurrence de la suite (y,)en Obtenue par la méthode de Newton appli-
quée a f.
b. Montrer que [0, 1] est stable par la fonction d’itération de la méthode de Newton.

c. En déduire que, pour tout y, € [0,1], la suite (y,)nen cOnverge vers x,, et déterminer n tel que
[V — X«| = 1078,

Exercice 3 (Méthode de Newton pour I'inverse). Soit a > 0. On cherche a déterminer une valeur approchée
de é a l'aide de la fonction g(x) := %— a. On note (x,)nen la suite définie par la méthode de Newton
appliquée a g.

1. Montrer que (x;) ey peut étre calculée sans effectuer de division.

2. Montrer que (x5)xen €st bien définie pour tout xy € R.

1
a

2

3. Montrer que (x;),en converge vers = si et seulement si 0 < xp < 5



Exercice 4 (Accélération de convergence). Soit (u,) ey Une suite qui converge ¢ € R. On suppose qu’il
existe 1,q1,g2 € R tels que 2| <|q1l <1et:

up=0+21qy +0(q3).

1. Procédé de Richardson. On pose :

_ Up+1—(q1lUp
ni=—
l-q
Montrer que v, = £ +0(g}).
2. Procédé d’Aitken. On pose :
2
_ Up+1—Up _ Upt1—TpUp (Up+1 — Un)
n Dl —, LUn - - n - .
Up— Up-1 -ty Up—2Up+1 + Upt2

a. Montrer que ¢, = q; + O((%)n).
b. En déduire que wy, = £ +0(q;).

Exercice 5 (Calcul de 7 par la méthode d’Archimede). On considere la suite u, = 2"sin(3;), n= 2.
1. Montrer que u, est le demi périmétre d’'un polynéme régulier a 2" coté inscrit dans le cercle unité.
2. On considere les suites ¢, = cos(35) et s, = sin(Z5).

a. Alaide des formules de duplication, montrer que :

1+¢, _ Sn
2 ) S}’H—l -

Cn+1 = .
2Cp+1

b. En déduire une méthode de calcul de u,, qui ne nécessite ni de connaitre la valeur de 7, ni
d’évaluer les fonctions sin et cos.
— n n A 3
3. Montrer que u, =7 +Aq; + O(qz) avec A, q; et g2 des nombres que vous déterminerez.

4. Accélérer la convergence de la suite (u5) peN-

2 Approximation polynomiale

Exercice 6. Soit f une fonction, notons a = f(-1), b= f(0) et c = f(1). Calculer le polynéme interpolateur
de f aux nceuds (-1,0,1) :

1. dans la base des polynémes interpolateurs de Lagrange.
2. dans la base des polyndmes de Newton.

Exercice 7. Soient xy, ..., x, des réels distincts et IT,,(X) := H?ZO(X — x;). Soit P € R[X], montrer que le reste
de la division euclidienne de P par II;, est le polynéme interpolateur de P aux nceuds (x;)o<i<n.

Exercice 8. Soient Xxy, ..., x, des réels distincts et f: R — R. On note P, le polynéme interpolateur de La-
grange de f aux nceuds Xy,..., X;.

1. Rappeler 'expression de P, dans la base des polynémes de Lagrange (L;)o<i<n, puis dans la base des
polynémes de Newton.

2. En déduire que :

n (x;)
f[xO) ;xn]_Z H{;C ix
1 ]

Exercice 9 (Interpolation d’Hermite en 2 points). On considére une fonction f € €4([0,1]).
1. Montrer qu’il existe une unique P € R3[X] tel que :

P(0)=f(0), P'(0)=f'(0), PQ)=f1), P'1)=f'Q1).

Ce polyndme est appelé le polyndome interpolateur d’Hermite a 'ordre 1 de f en O et en 1.



2. On considere le polyndéme I1(X) = X2(X - 1)2. Pour tous x, t € [0,1], on pose :
R(x) = f(x) = P(x), Fx(t):=R(®II(x)—R(x)II(?).

a. Déterminer les racines communes de R et I, ainsi que leur multiplicité.
b. Pour x €]0,1[, montrer a 'aide du lemme de Rolle itéré qu'’il existe ¢ €]0,1[ tel que F}f) &) =0.
c. En déduire que pour tout x € [0, 1], il existe £ €]0,1] tel que :

@
f)-Px) = © 4'(6) I(x).
d. En déduire que :
1 1
_ Pl < @y — L @y
If ||oo<4!X16||f lloo 384||f lloo

3. On cherche maintenant a majorer I'écart entre f’ et P’.
a. Montrer qu'il existe a €]0,1[ tel que R'(a) = 0.
b. Montrer que pour tout x € [0, 1], il existe ¢ €]0, 1] tels que :

(3]

flx)-Px)= 3

x(x—a)(x-1).

c. En déduire que :
1
If = Plloo < % IF @ lloo-

Exercice 10 (Polynémes de Legendre). On munit €([—1,1]) du produit scalaire (f, g) := f_ll fx)g(x)dx et

on note ||| la norme associée. On appelle polyndmes de Legendre les polyndmes (P),en orthogonaux

pour ce produit scalaire et satisfaisant P, (1) = 1.

1. Calculer Py, P; et P».

2. En déduire le polynome de meilleure approximation de degré 2 de la fonction x — cos(rx) pour la

norme |-|.
3. Montrer que pour tout n€N, P, (—X) = (-1)"P,(X).
4. Pour neN, on pose ®,(X) := (X2 -1)".
a. Quelles sont les racines de @, et quelles sont leurs multiplicités ?
b. Soit Q € R,,_1[X]. A l'aide de n intégrations par parties successives, montrer que :

1
f @™ (x) Q(x)dx = 0.
-1

c. En déduire qu'il existe 1, € R* tel que P,(X) = A, fl)(n") (X).
d. Al'aide de la condition P, (1) = 1, montrer la formule de Rodrigues :

Pu(X) = — d" [(X*-1)"]
" 21l dX7 '
e. En déduire que le coefficient dominant de P, est 25;2(2),)'2

Montrer qu’il existe ay, by, ¢y, tels que X Py (X) = apPpy1(X) + bpPy(X) + ¢ Pp—1(X).
Montrer que a, + b, + ¢, = 1, puis montrer que b, =0 a 'aide d’'un argument de parité.

En considérant le coefficient de X"**!, déterminer a,,.

A

En déduire que les polynémes de Lagrange satisfont la relation de récurrence :

(n+1)Ppa(X) =2n+1)XPp(X) - nPp_1(X).



Exercice 11 (Vitesse de convergence des polyndmes de Bernstein). Soit f: [0,1] — R une fonction K-
lipschitzienne, et soit (B,[f])nen 1a suite de ses polyndmes de Bernstein. On reprend les notations de
la démonstration du théoréeme de Weierstrass vue en cours : pour x € [0,1], on considére une variable
aléatoire S, de loi &(n, x), et on pose X;, == %Sn.

1. Montrer que | f(x) — B,[f1(x)| = K E[| X, — xI].

2. ATlaide de 'inégalité de Cauchy-Schwarz, montrer que E[| X, — x|] < /Var(Xy,).

3. Conclure que || f — Bu[fllloo < ﬁﬁ

Exercice 12 (Lemme de Lebesgue). Soient xy,...,x, € [a, b] des nceuds distincts, A, la constante de Le-
besgue associée, et £, 'opérateur d’'interpolation de Lagrange associé (voir cours). On considere :

dist(f,R,[X]) == peﬁ&rif[X] I f = Pllos

ol | lloo est la norme sup sur [a, b].
1. Expliquer pourquoi dist(f,R,[X]) — 0 quand n — +oo.
2. Justifier que %£,[P] = P pour tout P € R, [X].
3. Démontrer le lemme de Lebesgue :
Vfie€(ab), |f—ZLulflleo=+Ay)dist(f,R,[X]).

4. On admet que si les (x;)p<i<n sont les nceuds de Tchebychev sur [-1,1], alors A, ~ %ln(n). En utilisant
les résultats de 'exercice montrer que si f est Lipschitzienne alors les polynémes d’interpolation
de f aux nceuds de Tchebychev convergent uniformément vers f sur [—1,1].

3 Intégration numérique
Exercice 13 (Formule de Radau). Soient ¢ € ]-1,1] et a, b € R. On considére la méthode de quadrature :
Vfe€(-1,1), J(f)=af(-1)+bf(&).

1. Déterminer a et b en fonction de ¢ pour que cette méthode soit d’ordre 1.

2. Pour ¢ =1, quelle méthode reconnait-on ? est-elle d’ordre 2?

3. Déterminer ¢ pour que cette méthode soit d’ordre 2. Est-elle d’ordre 3?
Exercice 14 (Erreur de la méthode des rectangles gauches). Soit f € %1 (la, b)), et considérons la subdivi-
sion réguliere ay = a+ kh, h= b;N“, k € [0, N].

1. Soit k € [0, N —1]. Montrer que :

h2
< ”f’”oo?'

Ak+1
f fx)dx—hf(ag)
ar

2. En déduire :
(b—a)?

2N

<I1f'loo

b bh— N-1
F@de- 2% fap
a N =

3. En considérant la fonction f(x) = x, vérifier que cette majoration est optimale.

Exercice 15. Soit ¢ €]0,1[. On considere une méthode de quadrature de la forme :

'@

Ve (0,1, J(f)=f(0)+ =

1. Montrer que J est d’ordre 1, quel que soit ¢.

2. Déterminer ¢ pour J soit d’ordre 2.



3. Soit (ap)o<k<n la subdivision réguliere de [0, 1] et notons h = % le pas. Ecrire Jy, la formule de qua-
drature composite associée a J.

4. On suppose que f € €3([0,1]).

a. Justifier 'existence et I'unicité d'un polynéme P € Ry[X] tel que :
PO)=f0), P()=r(3) P'()=r(3)
b. Posons IT(x) = x(x — %)2, R(x) = f(x) — P(x) et Fx(t) = R()I1(x) — R(x)II(¢). Montrer que :

vxe (0,111 {0,1}, 3¢elo 1, FU@=0

c. En déduire que pour tout x € [0, 1], il existe £ €]0,1] tel que f(x)— P(x) = H( ).

d. Calculer fol IT(x)dx et en déduire que :

1 1
_ @)
UO f(x)— P(x)dx 572IIf lloo-

e. En remarquant que J(f) = J(P) (pourquoi?), en déduire que :
1
EP)| < =1%o
|E(f)| < = 1 oo

5. Majorer l'erreur de la méthode composite Jy en fonction de || f® | et N.

Exercice 16 (Noyau de Peano de la méthode du point milieu). On considére la méthode simple du point
milieu sur [a, b] :

J(f) = (b—a)f(‘”b).

1. Montrer que J est d’ordre 1.

< u+b a+b

2. En distinguant les cas ¢ < et t > %5, calculer le noyau de Peano d’ordre 1 de J.

3. En déduire que pour tout f € €2%(la, b)), il existe ¢ € ]a, b| tel que:

(b a)3

f Fdx—J1(f) = )

Exercice 17 (Erreur des méthodes composites).
1. Théoreme de la moyenne discret. Soient a < b deux réels, f € € ([a, b]), des points :

asc<c<---=cp<bh,

et des poids wy,...,w, > 0. Montrer qu’il existe ¢ € [c, c,] tel que :
n n
Y wrpfler) =f©) ) w.
k=1 k=1

Indication : considérer la fonction F(x) = f(x) ZZ:1 wy et utiliser le TVL

2. On considére une méthode de quadrature simple J, d’ordre p, sur un intervalle de longueur h, dont
l'erreur s’écrit (cf. corollaire du cours), pour f € @p+l .

E(f,la,a+h))=ChP* fP*0()  ¢ela,a+hl,

ol C € R est une constante ne dépendant que de la méthode (pas de a, h ni f). Soit Jy la méthode

composite associée sur [a, b], a N sous-intervalles de longueur & = b;N“.

a. Justifier qu'il existe des nombres ¢ € |ag, ax+1[ tels que 'erreur globale s’écrive :

N-1
En(f,la,b))=ChP*2 Y P+,
k=0



b. ATl'aide du théoréme de la moyenne discret, montrer qu'il existe ¢ € ]a, b| tel que :
En(f,la,b) = C(b—a) hP*! [P0 @),

3. Application. En utilisant la formule d’erreur de la méthode simple des trapézes vue en cours, retrouver
ainsi la formule exacte de I'erreur de la méthode composite des trapezes :

(b-a)®

12N? ©.

b
3eela,bl, f Foodx—Ta(f, [a,b]) = -

Exercice 18 (Une autre formule pour l'erreur). Soit J une méthode de quadrature d’ordre p sur [a, b]. On
note K, son noyau de Peano :

b P :
Kp (@) ¢=E(hp)=f hy(x)dx— J(hy), ht(x):(x—t)f:{(x 7St
“ 0 six<t.

On suppose que K, est positif. En vous appuyant sur la formule de I'erreur du cours, montrer que pour
tout f € €P*1(a, b)), il existe ¢ €1a, b| tel que :

FPE

TR

E(f)=

4 Méthode a un pas pour les EDO

Dans tous les exercices, on considere une équation différentielle y' (1) = f(z, y(1)) avec f: Rx R — R une
fonction continue globalement Lipschitzienne en espace uniformément en temps, de constante de Lip-
schitz L > 0. On pourra supposer que f est de classe €7, avec p aussi grand que nécessaire. On considére
des temps (#,)o<n<n, €t On note hy, = ty11 — ty, Amax = maxy hy, et T =ty — t.

Exercice 19 (Euler explicite). Soit y la solution du probleme de Cauchy :

YO =ftyw)
{J’ (t0) = xo
On considere le schéma :
Yne1 = Yn+ Bnf(tn, yn).
avec )p une valeur initiale pas nécessairement égale a xp.
1. Montrer que si f est de classe €7, alors y est de classe €.

2. Soit €, = y(tp+1) — y(tn) — hp f(tn, y(t,)) Perreur de consistance. En utilisant la formule de Taylor avec
reste intégral, montrer que :

In+1
lenl < hy, 1y" ($)1ds.

In
3. On note e, = y(t,) — yn l'erreur de discrétisation.

a. Montrer que |e,+1]1 < (1+ Lhy)lesl +lenl.
b. En utilisant la majoration 1+ x < e*, montrer que :

In
lenl < €M eg| + Amax f e =y (s)] ds.
fo

c. En déduire que :

to+T
max |e,| < e'T|epl + Amax el o+ T=91 " (§)|ds.
0sn=sN to

4. En déduire que si yg = xo + O(himax), alors le schéma d’Euler est convergent et OrnaleenI = O(hmax).
=n<



Exercice 20 (Méthode de Crank-Nicolson). On appelle méthode de Crank-Nicolson le schéma numé-
rique :

h
Yn+1=Yn+ f(f(tn,yn) + f(tns1, Yne1)-

1. Cette méthode est-elle explicite ou implicite ?

2. Montrer que la méthode est bien définie si hpax < %

3. Montrer que la méthode est consistante.

4. Montrer que la méthode est stable.

5. Conclure que la méthode est convergente.

6. On considere I'équation différentielle y' = -1y ot1 1 > 0.

a. Fcrire la méthode de Crank—Nicolson pour cette équation sous une forme explicite, et montrer
qu’elle est bien définie sans condition sur Ay ay.

b. Montrer que la méthode est d’ordre 2 sur cette exemple.

Exercice 21. Soient &, 8,y € R. On considere le schéma numérique :

- h
Vnel =Vn+ 7nf(tn’J’n)
Vne1=Yn+hnf(tn, yn)

hy, -
Yn+1=Yn+ hn(af(tn;_)/n) +,5f(tn + 7n,yn+§) +yf (s, Ins1)

Montrer que c’est une méthode a un pas et donner sa fonction .

Montrer que le schéma est stable et donner une constante stabilité.

Donner une condition nécessaire et suffisante sur a, 8,y pour que le schéma soit consistant.
Donner une condition nécessaire et suffisante sur a, 3,y pour que le schéma soit d’ordre 2.

Ce schéma peut-il étre d’ordre 37

AL A

Montrer que ce schéma est une méthode RK3 et donner son tableau de Butcher. En utilisant les résul-
tats du cours sur les méthodes de Runge—-Kutta, retrouver les résultats des questions précédentes.

Exercice 22. Déterminer toutes les méthodes RK; explicites et d’ordre 2.

Exercice 23 (6-méthode). Soit 6 € [0, 1]. On appelle 8-méthode le schéma numérique défini par :

Yn+1=Yn+hn|(Q=0) f(tn, yn) +0 f(tns1, Yne1) |-

C’est une combinaison convexe d’Euler explicite et d'Euler implicite.

1. Pour 0 € {0, 1,1}, quelles méthodes reconnait-on?

2. Montrer que la 8-méthode est une méthode RKj, de tableau de Butcher :

0 0
1

DD O

1-0
1-0

3. En déduire que la méthode est consistante.

4, Déterminer 8 pour que la méthode soit d’ordre 2.
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