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Exercice 1. Voir cours.

Exercice 2.

1. Pour tout x > 0, la suite (nx1+1)m—:l\|

alternées, ) ,en fn(x) converge.

est positive décroissante et tend vers 0, donc par le critere des séries

2. La série ne converge pas absolument (par comparaison a la série harmonique), donc elle ne converge
normalement sur aucun intervalle non vide.

3. Notons Ry(x) = Z;f’N [fn(x) le reste de la série. Le théoréme de convergence des séries alternée nous
donne la majoration suivante du reste :
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donc sup,.. ;| Ry (X)| < 577 — 0. Par conséquent, la série converge uniformément sur | a, +ool.

4. Les fonctions f;, sont continues sur ]a,+oo[ et la série converge uniformément sur ]a, +oo[, donc la
somme est continue sur ]a,+oo[, pour tout a > 0. Par conséquent, f est continue sur U,-gla, +ool,
c’'est-a-dire R}.

5. Soit N € N. On calcule les sommes partielles de la série :
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Cette derniére intégrale tend vers 0 par encadrement :
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Ainsi, on a montré que :
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6. On évalue fenx=1letx=2:
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Exercice 3.

1. Soit y € A. Par inégalité triangulaire, on a d(x, A) < [[x— yll < llx— x'|| + [|x" — yIl. Ainsi, d(x, A) — |x = X'|
est un minorant de || x' — y|| pour tout y € A, donc par définition de I'infimum :

dx,A)-x-xX<dx, A,
c’est-a-dire :
dx,A) <|x-x|+d,A.

Par symétrie des roles de x et x’, on a aussi d(x', A) < ||x— x| + d(x, A), donc :
|d(x, A)—dx', A)| = llx—x'].

2. D’apres la question précédente, d4 est Lipschitzienne, donc elle est continue.

3. a. Soit (ay)nen une suite d’éléments de A telle que || x — a,ll — d(x, A). Puisque ||x — ay|l convergeﬂ
elle est bornée : il existe M > 0 tel que pour tout n € N, ||x — a,ll < M. Ainsi, pour tout n € N,
a€ %B(x, M), donc la suite (an)nen est bornée. Puisque E est de dimension finie, on peut extraire
une sous-suite (dy(n)) nen qui converge vers une limite a, et a € A car A est fermé. On a alors :

JA) = lim — =|lx—all.
d(x,A)= lim |lx—apm | =lx-al

b. La fonction d4 est continue sur le compact K, donc dy4 atteint son minimum sur K : il existe
Xo € K tel que pour tout x € K, d(x, A) = d(xp, A). Par la question précédente, il existe ag € A tel
que d(xp, A) = llxo — aoll.

Posons 6 := ||xo — agll. Puisque A et K sont disjoints, xy # ayp donc 6 > 0. Ainsi, on a montré que
pour tout x € K, d(x, A) =6, c'est-a-dire :

VxeK, VaeA, |x—-al=6.

1. attention, on ne sait rien sur la convergence de la suite (az) seN-



