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Correction

Exercice 1.

1. Représentation de f;, :
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2. Soit x9 = 0. Si xp =0, alors f,,(xp) =0, donc la suite (f;(x9))nen converge vers 0. Si xg > 0, alors pour
tout n > xlo, fn(x0) =1, donc la suite (f},(xo)) neny converge vers 1. La suite de fonctions (f;,) ,eny converge
simplement sur R, vers la fonction f définie par :

0 six=0
Vx=0, f(x):{

1 six>0

3. a. Les fonctions f; sont continues, mais la fonction f n’est pas continue sur [0, a]. Donc la suite
(fn) nen ne converge pas uniformément vers f sur [0, al.

b. Sin> é, alors supx2a|fn (x) — f(x)| =0, donc (f) nen converge uniformément vers f sur [a, +ool.
Exercice 2.

1. Si xp =0, alors g, (xp) = 0 converge vers 0. Et si xy > 0, alors g, (xp) — 0 par croissance comparée. Donc
(gn) nen converge simplement vers la fonction nulle.

2. Une étude de fonction montre que la fonction g, est croissante sur [0, %] et décroissante sur [%, +oo|.
Donc elle atteint son maximum en % :

sup |gn(x)—0|=g(L)=e"" £0.

xeRy
La suite (g5)nen De converge pas uniformément vers la fonction nulle sur R;.
3. Prenons I = [1,+o0[. Alors la fonction g, est décroissante sur I d’apres ce qui précede, donc :

sup|gn(x) — 0| = gn(1) = ne™" — 0,
x=1

par croissance comparée. La suite (g,) ,en converge uniformément vers la fonction nulle sur 1.

Exercice 3.

1. K est compact dans E ssi de toute suite dans K, on peut extraire une sous-suite qui converge vers une
limite appartenant a K.
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Remarquons que :
O0<|lup—l1ll=N(X,—-L) et 0=<|v,—02 =N(X,-1L),

donc si N(X,, — L) — 0 alors ||u, — 411l — 0 et |[v, — €2]| — 0. Réciproquement, si [|u, —¢1]| — 0 et
lv,—¥€2] — 0, alors leur somme tend vers 0, c’est-a-dire N(X;, — L) — 0. Ainsi :

X,—L < NX,—-L)—0
= lup—£t1ll—0et|lvy—£2]1—0

— u,— ¥l etv,— .

Soit X, = (up, v,) € K x K. Montrons qu’'on peut extraire une sous-suite de (X;),en qui converge vers
une limite dans K x K.

Puisque (u,)nen est dans K compact, on peut extraire une sous-suite (Ugp(n)) neN qui converge vers
une limite ¢; € K. La suite (vym)nen est dans K, donc on peut extraire une sous-suite Vg (n) qui
converge vers ¢ € K. Or, la suite (ugp(y(n))nen st extraite de (uym)nen, donc elle converge encore
vers /7. Finalement, on a obtenu une extraction @ oy telle que tyy ) — €1 € K et vy mn) — €2 €K,
donc Xy m) — (£1,€2) € K x K d’apres la question précédente.

Réponse 1. Par caractérisation séquentielle de la borne supérieure, soit (x,, y,) € K x K tel que :
X5 = ynll = diam(K).

Puisque K x K est compact, on peut extraire une sous-suite (Xyn), V() qui converge vers une limite
(a,b) € K x K. Par continuité de la norme, on a alors || Xy(n) — Yo | — lla— b||. Enfin, par unicité de la
limite, |la — b|l = diam(K).

Réponse 2. Soit f: KxK — R la fonction définie pour tout (x, y) € KxK par f(x,y) = [lx—yl. La fonction
f est continueE] sur K x K qui est compact d’apres la question précédente, donc elle est bornée et
atteint ses bornes sur K x K :

d(a,b)e Kx K, fl(a,b)= (x}l)l&Xfo(x’y)’

c’est-a-dire :

A(a,b)e KxK, |la-bll= max |x-yl=diam(K).
(x,y)EK*xK

1. Posons g: E x E — E la fonction définie par g(x,y) = x — y. La fonction g est continue de (E x E, N) dans (E, ||-||) car elle est
Lipschitzienne :

g, )-8, )| = |x=y) =& =y = |x=x"+y =y = lx=x"I1+ly- ¥ = N(x-x", y = y)) = N((x, ) - (&, y).

Par conséquent, f est continue sur E x E, car composée de fonctions continues (g est continue et la norme ||| est continue).



