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Consignes :
e Ecrire son nom et son numéro d’étudiant sur la copie.
* Les réponses doivent étre rédigées soigneusement et les calculs suffisamment détaillés.
e La calculatrice n’est pas autorisée.

Durée : 1 heure 15 minutes (tiers temps : 1 heure 40 minutes).

Bareme : 10 points (répartition indicative).

Exercice 1 (3 pts). Soit (f,) nen la suite de fonctions définies sur R, par :

nx sixe [O,%[
1

Lo 1
1 stx=-

Vx=0, fulx)= {

1. Représenter f;,.

2. Montrer que (f,)en converge simplement sur R, vers une fonction f que vous détermine-
rez.

3. Soit a > 0. La convergence est-elle uniforme :
a. sur [0,a]?
b. sur [a,+oo[?
Exercice 2 (4 pts). Soit (g,) nen 1a suite de fonctions définies sur Ry par :

Vx>0, gu(x)=nxe "

1. Montrer que (g,) converge simplement vers une fonction g.
2. La suite (g,) nen converge-t-elle uniformément vers g sur Ry ?

3. Donner, en justifiant, un intervalle I (non réduit a un point) tel que (g,) ,en converge unifor-
mément vers g sur I.

Exercice 3 (3 pts). Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé. On définit sur E x E une norme N par :
VX=(wv)eExE, N(X)=I|ul+lv|.
On admet que (E x E, N) est un espace vectoriel normé. Dans la suite, on fixe K un compact de E.

1. Rappeler la définition de « K est un compact de E ».
2. Soit (X)) sen une suite de E x E, avec X, = (up, Vy), et soit L = (¢1,¢») € E x E. Montrer que :

Xy,—L << u,—¥letv,—¥l-.
3. Montrer que K x K est un compact de E x E.
4. On appelle diametre de K le réel :

diam(K)= sup [x-yl.
(x,y)EKxK

Montrer qu'’il existe a € K et b € K tels que diam(K) = ||la - b|.



