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Exercice 1.
1. Aestunouvertssi Vae A, Ir >0, %B(a,r) c A.
2. x est adhérent a Assi Ve>0, B(x,e)NA#D.

Exercice 2.
1. A=10,1[et A={-L:neN*}ulo,11.

-1,
2. On écrit B=UUV avec U = {(x,y) e R*| xy > 1} et V := {(x,y) € R*|sin(x — y) < 0}. Posons f et g les
fonctions définies sur R? par f(x,y) := xy et g(x,y) = sin(x— y). Alors f et g sont continues sur R?, et
U= f"1(11,+00l) et V = g }(]-o0,0]), donc U et V sont ouverts comme images réciproques d’ouverts

par des applications continues. Par conséquent, leur réunion B est un ouvert.

Exercice 3.
1. Soit xp € E, montrons que f est continue en xy. Soit € > 0, posons 6§ := €/K. Alors pour tout x € E tel
que |[x—xpllp<d,ona:
I1f(xX) = fxo)llp < Kllx—xollp < K6 <.
Ainsi, on a montré que f est continue en Xxy.
2. a. festcontinueenOgssiVe>0,30>0,VxeE, [|[x—-0glg<d = | f(x)— fOp)lF<e.
b. On applique la définition précédente avec € = 1, en utilisant le fait que f(0g) =0F.
c. Soit x € E. Si x =0g, alors | f(x)llr=0= %IIxIIE et il n'y a rien a montrer. Supposons que x # 0.

Alors le vecteur u = 6 ==~ a pour norme ||u|g = Ixle —
llxllg

Txllz

onalf(ulr=<1.

Par linéarité de f, on a f(u) = ﬁf(x), donc || f(WllF = ﬁllf(X) |l r. Linégalité || f ()|l <1 se
réécrit alors || ()l < 3l x] g

6, donc d’apres la question précédente,

d. Montrons que f est Lipschitzienne avec pour constante de Lipschitz K = %. Soient x,y € E, par
linéarité de f et d’apres la question précédente, on a :

1
If) - fWIe=1fx=lr= EIIX—J/IIE-

Exercice 4.

1. Si A est ouvert et fermé, alors A® est fermé, donc A= AN A= AN A° =@,
Ou encore : si A est ouvert et fermé, alors A= A=A, doncdA=A\A=A\A=02.
2. a. Pour tout € > 0, il existe x € An[a,b] tel que s—¢e < x < s (sinon, s — ¢ serait un majorant de
An{a,b] inférieur a s, absurde). Ainsi, pour tout € > 0, (s,e) N A # I, donc s € A.
b. Si s=be A® il n'y a rien a montrer. Si s < b, alors s, b] est un intervalle non vide inclus dans A€
(par définition du sup, tout élément supérieur a s n’appartient pas a A). Par conséquent, pour
tout € >0, B(s,&) N A° # I, donc s € AC.
c. D’apres les deux questions précédentes, s€ An A= dA, donc dA est non vide.
3. Soit AcR.Si A#ZR et A# @, alors A et A® sont non vides, donc 0A # & d’apres la question 2. Par

conséquent, A n'est pas a la fois ouvert et fermé (question 1). Par contraposée, on a montré que si A
est ouvert et fermé, alors A=R ou A=2.



