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Exercice 1.

1. A est un ouvert ssi ∀a ∈ A, ∃r > 0, B(a,r ) ⊂ A.

2. x est adhérent à A ssi ∀ε> 0, B(x,ε)∩ A ̸=∅.

Exercice 2.

1. Å = ]0,1[ et A = {− 1
n : n ∈N∗}∪ [0,1].

2. On écrit B =U ∪V avec U := {
(x, y) ∈R2

∣∣x y > 1
}

et V := {
(x, y) ∈R2

∣∣sin(x − y) < 0
}
. Posons f et g les

fonctions définies sur R2 par f (x, y) := x y et g (x, y) := sin(x − y). Alors f et g sont continues sur R2, et
U = f −1

(
]1,+∞[

)
et V = g−1

(
]−∞,0[

)
, donc U et V sont ouverts comme images réciproques d’ouverts

par des applications continues. Par conséquent, leur réunion B est un ouvert.

Exercice 3.

1. Soit x0 ∈ E , montrons que f est continue en x0. Soit ε > 0, posons δ := ε/K . Alors pour tout x ∈ E tel
que ∥x −x0∥E ≤ δ, on a :

∥ f (x)− f (x0)∥F ≤ K ∥x −x0∥E ≤ Kδ≤ ε.

Ainsi, on a montré que f est continue en x0.

2. a. f est continue en 0E ssi ∀ε> 0, ∃δ> 0, ∀x ∈ E , ∥x −0E∥E ≤ δ =⇒ ∥ f (x)− f (0E )∥F ≤ ε.

b. On applique la définition précédente avec ε= 1, en utilisant le fait que f (0E ) = 0F .

c. Soit x ∈ E . Si x = 0E , alors ∥ f (x)∥F = 0 = 1
δ∥x∥E et il n’y a rien à montrer. Supposons que x ̸= 0E .

Alors le vecteur u = δ x
∥x∥E

a pour norme ∥u∥E = δ ∥x∥E
∥x∥E

= δ, donc d’après la question précédente,
on a ∥ f (u)∥F ≤ 1.

Par linéarité de f , on a f (u) = δ
∥x∥E

f (x), donc ∥ f (u)∥F = δ
∥x∥E

∥ f (x)∥F . L’inégalité ∥ f (u)∥F ≤ 1 se

réécrit alors ∥ f (x)∥F ≤ 1
δ∥x∥E .

d. Montrons que f est Lipschitzienne avec pour constante de Lipschitz K = 1
δ . Soient x, y ∈ E , par

linéarité de f et d’après la question précédente, on a :

∥ f (x)− f (y)∥F = ∥ f (x − y)∥F ≤ 1

δ
∥x − y∥E .

Exercice 4.

1. Si A est ouvert et fermé, alors Ac est fermé, donc ∂A = A∩ Ac = A∩ Ac =∅.

Ou encore : si A est ouvert et fermé, alors Å = A = A, donc ∂A = A \ Å = A \ A =∅.

2. a. Pour tout ε > 0, il existe x ∈ A ∩ [a,b] tel que s − ε < x < s (sinon, s − ε serait un majorant de
A∩ [a,b] inférieur à s, absurde). Ainsi, pour tout ε> 0, B(s,ε)∩ A ̸=∅, donc s ∈ A.

b. Si s = b ∈ Ac, il n’y a rien à montrer. Si s < b, alors ]s,b] est un intervalle non vide inclus dans Ac

(par définition du sup, tout élément supérieur à s n’appartient pas à A). Par conséquent, pour
tout ε> 0, B(s,ε)∩ Ac ̸=∅, donc s ∈ Ac.

c. D’après les deux questions précédentes, s ∈ A∩ Ac = ∂A, donc ∂A est non vide.

3. Soit A ⊂ R. Si A ̸= R et A ̸= ∅, alors A et Ac sont non vides, donc ∂A ̸= ∅ d’après la question 2. Par
conséquent, A n’est pas à la fois ouvert et fermé (question 1). Par contraposée, on a montré que si A
est ouvert et fermé, alors A =R ou A =∅.


