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Consignes :
e Ecrire son nom et son numéro d’étudiant sur la copie.
* Les réponses doivent étre rédigées soigneusement et les calculs suffisamment détaillés.
e La calculatrice n’est pas autorisée.

Durée : 1 heure 15 min (tiers temps : 1 heure 40 minutes).

Bareme : 10 points.

Exercice 1 (3 pts).

1. Soit A= {—% :neN*IUl0,1]u{2- % :n e N*}. Représenter A, puis donner son intérieur et son
adhérence (on ne demande pas de justification).

2. Montrer que B = {(x,y) € R?| xy > 1} est ouvert dans R?.
3. Donner un exemple de suite (u,),en dans R? telle que (|| u,ll)nen converge, mais (i) nen
diverge (pour la norme de votre choix).
Exercice 2 (4 pts). Soit (E, ||-|]) un espace vectoriel normé. On suppose que E # {0g}.
1. Démontrer a partir de I'inégalité triangulaire que Vx, y € E, |||x|| - ||y||| < lx-yl.
2. En déduire que 'application f: E — R définie par f(x) = | x|| est continue sur E.
3. Soit A une partie bornée et non vide de E. On appelle diameétre de A la quantité :

diam(A) = sup [|x - yll.
Xx,yEA

a. Soit B une partie bornée de E. Montrer que si A c B, alors diam(A) < diam(B).
b. Montrer que diam(A) = diam(A).
c. Soit r >0, montrer que diam(%8(0g, 1)) = 2r.
Indication : considérer un vecteur u tel que ||ull = r (justifier qu'un tel vecteur existe).

Exercice 3 (3 pts). Sur .4, (R), on considere la norme N suivante :

VA= (a,-,j) eMn(R), N(A=

n n %
3 ) .
i=1j=1

BN

1
On munit R” de la norme euclidienne || x| = ( }1:1 x?)z. On identifiera les vecteurs de R” a des
matrices colonnes. Dans cet exercice, on fixe A € .4, (R).

1. Montrer que Vx € R"?, |Ax|l < N(A)|x|. On pourra utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz
dans R".

Vous pouvez admettre cette question pour faire les suivantes.

2. En déduire que si A € R est une valeur propre de A, alors |A| < N(A).

3. En déduire que si A* 0O, et A € R est une valeur propre de A, alors |A]| < 1.
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