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Notations

Logique

—> :implication («si..., alors ... »).

<= : équivalence logique («... si et seulement si ... »).

V : quantificateur universel (« quel que soit ... »).

3 : quantificateur existentiel (« il existe (au moins) un ... »).

3!: quantificateur existentiel unique («il existe un unique ... »).

a:=Db: a est défini par b.

Théorie des ensembles

& : ensemble vide.

x € E : x appartient a E.

FcE: F estinclus dans E.

22 (E) : ensemble des parties de E.

ENF :intersection de E et F.

EUF :réunion de E et F.

E\ F : ensemble E privé de F.

F€ : complémentaire de F.

E x F : produit cartésien de E et F.

E™ : puissance cartésienne de E.

& (E, F) : ensemble des applications de E dans F.
{x€ E|P(x)} : ensemble défini en compréhension.

{f(x): x € E} : ensemble défini par image directe.

Ensembles de nombres

: ensemble des entiers positifs ou nuls.
: ensemble des entiers relatifs.
: ensemble des nombres rationnels.

: ensemble des nombres réels.

O 3 O N 2

: ensemble des nombres complexes.

A* : ensemble des nombres non nuls de A, ot A€ {N,Z,Q,R,C}.
[a, b] : intervalle réel fermé, c.-a-d. 'ensemble {x € R|a < x < b}.
Ja, b[ : intervalle réel ouvert, c.-a-d. I'ensemble {x € R|a < x < b}.

[a, b] : intervalle d’entiers, c.-a-d. 'ensemble {n€ Z|a < n < b}.



Préambule

Introduction a I’algebre linéaire

Lalgebre linéaire trouve son origine dans I’étude des systémes linéaires, en lien avec la géométrie
analytique initiée au XVII® siecle par René Descartes (1596-1650). Dans cette approche de la géomé-
trie, les points de I'espace sont repérés par des coordonnées, tandis que les droites et les plans sont
décrits par des équations linéaires. Déterminer I'intersection de droites et de plans se traduit alors
par la résolution de systémes d’équations linéaires. La géométrie analytique crée un pont entre la
géométrie et 'algébre : d'un coté, elle permet de résoudre des problemes de géométrie en utilisant
des méthodes algébriques; d'un autre coté, elle fournit une représentation géométrique de certains
problémes algébriques dits linéaires.

Lalgebre linéaire prend son essor au cours du XIX® siecle avec I'invention par Carl Friedrich
Gauss (1777-1855) d'une méthode de résolution systématique des systemes linéaires, et avec la mise
en lumiere progressive de la structure d’espace vectoriel. Cette notion permet de généraliser les prin-
cipes du calcul vectoriel a des espaces de dimensions quelconques, et méme a des objets non géo-
métriques comme les polyndmes, les suites ou les fonctions. Les espaces vectoriels viennent rem-
placer les axiomes d’Euclide pour définir la géométrie (qu’elle soit euclidienne, affine ou projective).

L'algebre linéaire est la branche des mathématiques qui étudie les problemes linéaires et leur
structure sous-jacente. Elle comprend I'étude des systémes d’équations linéaires, des espaces vecto-
riels, des applications linéaires et du calcul matriciel. L'algebre linéaire trouve des applications dans
de nombreuses branches des mathématiques : géométrie, théorie des nombres, équations différen-
tielles, analyse fonctionnelle, statistiques, etc. C’est un domaine incontournable pour les futur-es
mathématicien-nes, informaticien-nes, physicien-nes et ingénieur-es.

Ce cours débute par I'étude de 'ensemble des nombres complexes (chapitre 1), sans supposer
de connaissances sur ce sujet a priori. Bien que 1'étude des nombres complexes ne reléve pas stric-
tement de 1'algébre linéaire, les deux ne sont pas sans liens. De plus, ces nombres sont nécessaires
dans de nombreux domaines des mathématiques, il est indispensable de les maitriser. Le cours d’al-
gebre linéaire 1 proprement dit couvre la résolution des systemes d’équations linéaires par la mé-
thode du pivot de Gauss (chapitre 2), la définition des espaces vectoriels (chapitre 3) et I'étude des
applications linéaires (chapitre 4). L'étude des matrices et de leur lien avec les applications linéaires
et les systemes linéaires sera 1'objet du cours d’algebre linéaire 2.

Organisation de ce document de cours

Le contenu du cours est divisé en différents items numérotés, répartis en 7 catégories : définition,
remarque, exemple, proposition, théoréme, lemme et corollaire. Rappelons le sens de ces quatre der-
niers termes :

* Proposition : nom générique pour désigner un résultat mathématique démontré !.

¢ Théoréme : proposition importante, centrale, d'une théorie mathématique.

1. Dans les textes mathématiques, le sens du mot « proposition » differe de celui employé en logique. En logique, une
proposition est un énoncé correctement formulé, pouvant étre vrai ou faux.



* Lemme : proposition, souvent technique, qui vise a préparer la démonstration d'une autre
proposition ou d’'un théoréme.

* Corollaire : proposition qui est la conséquence directe d'une proposition ou d'un théoreme
plus général ou plus important.

Les différents items de ce cours sont numérotés selon le chapitre et la section auxquels ils appar-
tiennent. Par exemple, I'item « Proposition 2.4.8 » est une proposition se trouvant au chapitre 2,
section 4, et constitue le 8¢ item de cette section.

Expliquons enfin la signification des deux symboles (] et « employés dans ce document :

* Le symbole [0 marque la fin d'une démonstration. C’est un symbole standard qui remplace le
sigle CQFD (« ce qu’il fallait démontrer ») traditionnellement utilisé pour indiquer la fin d'une
démonstration.

* Le symbole « marque la fin d'un item. Ce n’est pas un symbole standard. Dans ce cours, il
sert a mieux délimiter les différents items et faciliter la lecture.

La mise en page de ce cours est inspirée du livre numérique An Infinite Descent into Pure Mathe-
matics de Clive Newstead.

Modalités du controle des connaissances

L'évaluation de cette UE comporte un examen en janvier et du contréle continu. Il y aura 3 devoirs
sur table au cours du semestre sur les horaires de TD, seules vos 2 meilleures notes sont prises en
compte. La note finale est le maximum entre '’examen seul, et la moyenne pondérée entre 'examen
(coeff. 2) et le controle continue (coeff. 1) :

Note finale = max(CT; % CT+ % CC),

ol CT (contrdle terminal) est la note de 'examen et CC est la moyenne des deux meilleurs devoirs.

Référence

e Grifone, J. (2019). Algébre linéaire (6¢ éd.). Cépadueés-Editions.



Chapitre 1

Nombres complexes

1.1 Introduction

Au XVI¢ siecle, 'étude des équations polyndmiales a conduit les mathématicien-nes a introduire
des nombres dont le carré est négatif. Ces nombres ne peuvent évidemment pas étre des nombres
réels, il s’agit d'un nouveau type de nombres qu'on appelle des nombres complexes. Aujourd hui,
ces nombres sont devenus un outil essentiel dans de nombreuses branches des mathématiques,
mais aussi en physique et en ingénierie.

Lobjectif de ce chapitre est d’introduire les nombres complexes et leur manipulation : on verra com-
ment effectuer les opérations de bases sur ces nombres, ainsi que leur interprétation géométrique;
on s'intéressera a |’extraction des racines carrées des nombres complexes, et plus généralement des
racines n-iémes; on étendra la définition de la fonction exponentielle aux nombres complexes et
on étudiera ses applications a la trigonométrie.

1.1.a Equations cubiques et méthode de Cardan

Lidée de racines carrées de nombres négatifs apparait au XVI¢ siécle en Italie pour résoudre les
équations cubiques, c’est-a-dire les équations polynomiales de degré 3. Pour comprendre pourquoi
il a été nécessaire d’introduire de tels nombres, on va détailler sur deux exemples le fonctionnement
de la méthode de résolution, appelée méthode de Cardan, du nom de Jérome Cardan (1501-1576),
le premier a I'avoir publiée !.

Exemple 1.1.1. Considérons I'équation cubique suivante :
X —6x-9=0. (1.1)

Le principe de la méthode de Cardan est d’introduire deux variables u et v telles que u+v = x
pour remplacer x dans 'équation (1.1), puis d’ajouter une deuxiéme équation liant u et v afin de
simplifier la premiere équation. On obtient ainsi un systeme de deux équations sur les variables u
et v pouvant étre résolu facilement. En substituant x par u + v dans I'équation (1.1), on obtient :

(u+ v)3—6(u+ 1)-9=0 < u3+v3+3u21/+3uv2—6(u+ v)—9=0 (on developpe le cube)
= B+ 13 +3uv(u+v)-6(u+v)-9=0 (on factorise par 3uv)
— u3+v3+(u+ v)Buvr—6)—-9=0. (on factorise par u+ v)

En imposant la condition supplémentaire 3uv — 6 = 0, I'’équation ci-dessus se réduit a 13+ v3 = 9.
De plus, la condition 3uv — 6 = 0 est équivalente a uv = 2. En prenant le cube de cette équation, on

1. mais pas le premier a 'avoir découverte. En effet, cette méthode a d’abord été découverte par Scipione del Ferro
(1465-1526), et plus tard par Tartaglia (1499-1557) de fagon indépendante. Mais aucun ne la publie, préférant la garder
secrete pour mieux en tirer avantage.



obtient finalement le systéme suivant pour u et v :
w+rt=9
vt =8.

Ainsi, u3 et v3 sont solutions d'un systéme somme-produit, ce sont donc les racines du polynome? :

X?>-9X +8.

On vérifie facilement que 1 et 8 sont les deux racines de ce polynomes, donc u3 =1 et v3 = 8, c’est-
a-dire u =1 et v =2. Une?3 solution de I’équation (1.1) est donc x =1+ 2 =3, comme on peut facile-
ment le vérifier. <

Plus généralement, la méthode de Cardan permet de résoudre les équations cubiques de la forme :
x3+px+q=0. (1.2)

En écrivant x sous la forme u + v et en imposant la condition 3uv + p = 0, résoudre (1.2) revient
a chercher des nombres u et v tels que leurs cubes u> et v® soient solutions du systéme somme-
produit :

w+1P=—gq
3 (1.3)
v = —p—,
27

3
ce qui revient a dire que 1 et v sont racines de X%+ gX — 2p—7. Si le discriminant de ce polyndme
est positif, alors 'équation (1.2) admet une solution réelle donnée par u+ v avec :

R RGNS SR IR

En revanche, si le discriminant du polyndéme est strictement négatif, alors le systeme (1.3) n’a pas
de solutions réelles et il semble que la méthode de Cardan ne soit pas applicable. Ces équations
cubiques qui donnent lieu a des systémes somme-produit insolubles sont appelées des cas irré-
ductibles de la méthode de Cardan.

On pourrait penser que les cas irréductibles sont des équations sans solutions. Pourtant, une équa-
tion cubique de la forme (1.2) admet nécessairement au moins une solution réelle. En effet, on a :
lim x*+ px+q=+oo, lim x°+ px+q=—oo,
X—+00 X——00
donc d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, la fonction x — x3 + px + g doit s’annuler au

moins une fois sur R. La méthode est donc incompleéte : il y a des équations de degré 3 admettant
des solutions que la méthode ne parvient pas a résoudre.

1.1.b Résolution des cas irréductibles par Bombelli

C’est a Raphaél Bombelli (1526-1572) qu’on doit la résolution des équations de degré 3 dans les cas
irréductibles, grace a l'utilisation de racines carrées de nombres négatifs. Illustrons sa démarche en
reprenant I’exemple historique qu’il a étudié.

2. deux nombres ont pour somme s et pour produit p si et seulement si ils sont racines du polynéme X2 — sX + p.
3. il s'avere que c’est 'unique solution, mais en général une équation cubique peut avoir jusqu’a trois solutions réelles.



Exemple 1.1.2. Considérons I'’équation :
x° =15x+4. (1.4)

Bombelli remarque que x = 4 est une solution de I'’équation et va chercher a la retrouver a I'aide des
formules de Cardan. Cette équation est de la forme x>+ px+q =0 avec p = —15 et g = —4. D’apreés
la méthode de Cardan, on doit chercher la solution sous la forme x = u + v, ol1 u et v sont tels que
u® et v3 soient racines du polyndéme X2 —4X +125. Or, le discriminant de ce polyndéme est —484,
donc il n'admet pas de racines réelles : c’est un cas irréductible de la méthode de Cardan.

Lidée de Bombelli est d’appliquer les formules de Cardan cofite que cofite, méme si des racines
carrées de nombres négatifs apparaissent, et d’effectuer les calculs comme s'il s’agissait de nombres
ordinaires. Formellement, les racines de X2 —4X + 125 s’écrivent :

4++v—-484 " 4—-+-484
e
2 2

’

ol « v—484 » désigne un nombre dont le carré serait égal a —484. Puisque v484 = 22, on simplifie
v —484 en 22v/—1, et les racines s’écrivent 2+ 11v—1 et 2—11v/—1. La suite de la méthode consiste
a déterminer u et v tels que :

w=2+11vV-1, 1P=2-11V-1L
Bombelli remarque* que u:=2++/~1 et v:=2—-+/—-1 conviennent. En effet, on a :
3 4 ) 2 3
(2+\/—1) =23 4+3x2 X\/—1+3X2X(\/—1) + \/—1)

2
=8+12v=T+6x (- 1)+ (V1) x V=1
=8+12v-1-6-v-1
=2+11v-1,

et on vérifie de méme que v = 2—11v/~1. Ainsi, u et v sont des racines cubiques de respectivement
2+11v—-1et2-11v-1. Enfin, leur somme vaut :

Uu+tv=2+v-1+2-v-1=4,

ce qui est bien la solution de I'équation (1.4) qu’avait remarquée Bombelli. <

Ce que montre Bombelli avec cet exemple, c’est qu'il est possible d’'utiliser la méthode de Cardan
pour résoudre les équations cubiques dans les cas irréductibles, mais il faut pour cela accepter d'uti-
liser des racines carrées de nombres négatifs dans les calculs.

1.1.c Unité imaginaire et nombres complexes

A la suite de Bombelli, de plus en plus de mathématicien-nes ont utilisé des nombres comportant
une racine carrée d'un nombre négatif, c’est-a-dire des nombres de la forme :

a+VvV-b, acRetbeR,.

Ces nombres sont baptisées nombres imaginaires par René Descartes (1586-1650), ce qui restera
leur nom jusqu’au XIX® siécle, ot Carl Friedrich Gauss (1777-1855) les renomme nombres com-
plexes. Cependant, I'écriture des racines carrées de nombres négatifs sous la forme « v/—b », en plus
d’étre perturbante, peut étre source d’erreur. Par exemple, on peut étre tenté d’écrire :

1=vV-IxvV=1=y(-1)x(-1)=v1=1, absurde!

4. Bombelli n’explique pas comment il est parvenu a ce résultat. En pratique, il n’est pas si évident de déterminer une
racine cubique d'un nombre complexe donné.




Lerreur réside dans 'application de la formule v/a x v'b = Vab, qui est fausse si a et b sont négatifs.
Pour cette raison, il est préférable d’éviter la notation « vV—b» oi1 b = 0, et de réserver le symbole®
«v/ » aux nombres réels positifs, ce qu’on fera dans le reste de ce cours.

C’est Leonhard Euler (1707-1783) qui a proposé de remplacer « v/—1 » par la lettre i, appelée unité
imaginaire. Ainsi, les racines carrées d’'un nombre négatif —b s’écrivent iv'b et —iv'b, c'est-a-dire
comme des multiples réels de i. Le nombre i suffit donc pour écrire tous les nombres complexes,
ceux-ci étant la somme d’'un nombre réel et d'un multiple réel de i.

1.2 Forme algébrique

Commencons par définir de facon axiomatique les nombres complexes. Le théoréeme suivant af-
firme I'existence d'un ensemble contenant les nombres réels et une racine carrée de —1. Il existe
plusieurs facons de construire un tel ensemble a partir de 'ensemble R, I'une d’entre elles est don-
née dans 'annexe B. Mais les détails de ces constructions n'ont aucune importance pour décrire et
manipuler les nombres complexes : les propriétés de ces nombres ne dépendent que des axiomes.
On note C n'importe laquelle de ces constructions.

Dans cette section, on décrit les opérations de base sur les nombres complexes, ainsi que leur re-
présentation géométrique.

Théoréme 1.2.1. Il existe un ensemble C, appelé ensemble des nombres complexes, qui contient
I’ensemble des nombres réels et qui vérifie les propriétés suivantes :

1. C est muni d'une addition + et d'une multiplication x qui prolongent celles des nombres
réels, qui ont les mémes propriétés (associativité, commutativité, distributivité), et qui font
de C un corps®.

2. C contient un élément noté i, appelé unité imaginaire et vérifiant I'égalité i> = —1.

3. Tout élément de C s’écrit sous la forme a +ib avec a, b € R.

Proposition 1.2.2. L'écriture d’'un nombre complexe sous la forme a+ib avec a, b € R est unique. <«

Démonstration. Soit z € C et soient a,b,a’,b’ € R tels que z = a+ib et z = a’ +ib’. Montrons que
nécessairement a=a’' et b="0'.

On a a+ib=d +ib’ donc a—a' =i(b' — b). En élevant au carré, on obtient (a — a')? = —(b' — b)2. Or
le membre de gauche est positif tandis que le membre de droite est négatif, donc ils sont nuls tous
les deux, c’est-a-dire a = a’ et b = b’. Par conséquent, I'écriture est unique. O

Définition 1.2.3. Soit z € C et soient a, b € R tels que z=a +1ib.
» L'expression a+ib est appelée la forme algébrique du nombre complexe z.
* Le réel a est appelé la partie réelle de z et on le note fe(z).
* Le réel b est appelé la partie imaginaire de z et on le note Jm(z).

* Les nombres de la forme ib avec b € R, c’est-a-dire les nombres complexes dont la partie réelle
est nulle, sont appelés des nombres imaginaires purs. Lensemble des nombres imaginaires
purs se note iR.

Remarque 1.2.4. La partie imaginaire d'un nombre complexe z est un nombre réel : c’est le coef-
ficient de i dans la forme algébrique de z. Par exemple, dans le nombre complexe z:=2—3i, on a
Re(z) =2 et Jm(z) = -3 (pas de i dans la partie imaginaire!). <

5. ce symbole est appelé le radical.

6. Pour le dire rapidement, un corps est un ensemble dans lequel on peut effectuer les 4 opérations arithmétiques de
base (addition, soustraction, multiplication et division) et ol ces opérations ont les mémes propriétés algébriques qu’on
leur connait pour les nombres réels. Pour une définition plus détaillée, consulter I'annexe A.



iR,

o .a+ib

Figure 1.1 — Plan complexe

1.2.a Somme et représentation géométrique

L'addition des nombres complexes s’effectue en ajoutant entre elles les parties réelles et les parties
imaginaires. Par exemple, la somme de 2+3iet4—5iest:

2+31)+4-5)=2+4+3i—-5i=6-2i.

De méme, la multiplication d’'un nombre complexe par un nombre réel s'obtient par distributivité,
par exemple :
-4 x(2-3i)=-8+12i.

Proposition 1.2.5. Pour tous nombres complexes z et w, et pour tout réel 1, on a:
(i) Re(z+ w) =NRe(z) +Re(w) et Im(z + w) = Tm(z) + Im(w).
(i) Re(Az) = 1Re(z) et Tm(Az) = A Tm(z). <

Démonstration. Soient z=a+ib et w = a' +ib’ deux nombres complexes, et soit A € R. Calculons la
somme de z et w :

z+w=(a+ib)+ (@ +ib)=a+ib+ad +ib' = (a+d) +i(b+ D),

d’ot1 les égalités sur les parties réelles et imaginaires de z + w. Calculons maintenant le produit de
Aetz:
Az=Ala+1ib) = (ALa) +i(ADb),

d’ot1 les égalités sur les parties réelles et imaginaires de Az. O

Géométriquement, on est habitué a représenter les nombres réels par les points d'une droite gra-
duée, qu'on appelle la droite réelle. Les nombres complexes étant caractérisés par deux nombres
réels, a savoir leur partie réelle et leur partie imaginaire, il est naturel de les représenter par les
points d’'un plan. On représente les nombres imaginaires purs par les points d'une seconde droite
graduée, perpendiculaire a la droite réelle, qu’'on appelle la droite des imaginaires purs. Ces droites
forment un repére orthonormé du plan : la droite réelle est I’axe des abscisses et la droite des imagi-
naires purs est ’axe des ordonnées. Chaque nombre complexe z est alors représenté par le point du
plan dont I'abscisse est la partie réelle de z et 'ordonnée est la partie imaginaire de z (cf. figure 1.1).

Définition 1.2.6. On munit le plan d’un repére orthonormé. A tout nombre complexe z:= a+ib, on
associe le point M de coordonnées (a, b).

* Le point M est appelé I'image du nombre z, et le nombre z est appelé I'affixe de du point M.

e Le plan dans lequel les points représentent les nombres complexes est appelé le plan com-
plexe.

e L'axe des abscisses est I'axe des réels et 'axe des ordonnées est ’axe des imaginaires purs.

10
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zZ+w

Figure 1.2 — Addition dans le plan complexe

On associe de méme a tout complexe a+ib le vecteur du plan de coordonnées (§). Ainsi, un nombre
complexe peut étre représenté aussi bien par un point que par un vecteur. Dans le cas des vecteurs,
cette représentation s'étend aux opérations vectorielles ’ : 'addition des nombres complexes cor-
respond a I'addition vectorielle, et la multiplication des nombres complexes par des nombres réels
correspond a la multiplication des vecteurs par des scalaires.

Proposition 1.2.7. On se place dans le plan complexe.
(i) Pour tous vecteurs ii et U d’affixes respectifs zj et z3, leur somme i + U a pour affixe :

Zy+p =2+ 2p.
(ii) Pour tout vecteur # d’affixe z; et pour tout réel 1, le vecteur A a pour affixe :
Zrq = Az
(iii) Pour tous points A et B d’affixes respectifs z4 et zp, le vecteur AB a pour affixe zp — z4. <

La démonstration est une simple vérification. Le fait que ’addition des nombres complexes corres-
pondent a I'addition vectorielle fournit une interprétation géométrique de 'addition : dans le plan
complexe, la somme de z et w est telle que les nombres 0, z, z+w et w forment un parallélogramme
(cf. figure 1.2).

1.2.b Produit et quotient de nombres complexes

Pour multiplier deux nombres complexes, on procéde par double distributivité, en n’oubliant pas
que i? = —1. Par exemple, le produit de 3 +2i et 4+ 3i est :

B3+2i)(4+31)=12+9i+8i—6=6+17i.

Attention, la partie réelle (resp. imaginaire) d’'un produit n’est pas le produit des parties réelles (resp.
imaginaires) des facteurs.

Proposition 1.2.8. Pour tous z,we C,on a:
Re(zw) = Re(z) Re(w) — TIm(z) Tm(w), Jm(zw) = Re(z) Tm(w) + Im(z) Re(w). <
Démonstration. Soient z:= a+ib et w:= a' +ib’ des nombres complexes, calculons leur produit :

zw = (a+ib)(a' +ib")

=ad' +iab'+id'b+i*bb’ (distributivité)
= (aa' - bb') +i(ab' +d'b), (i =-1)
d’ot1 les égalités annoncées sur les parties réelles et imaginaires de zw. O

7. en utilisant le vocabulaire des chapitres 3 et 4, on dit que les nombres complexes forment un R-espace vectoriel de
dimension 2, et que I'application a +ib— (a, b) est un isomorphisme entre C et R?.
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Laddition et la multiplication des nombres complexes ayant les mémes propriétés que celles des
nombres réels, de nombreuses formules sont généralisables quand on passe des réels aux com-
plexes. Par exemple, la multiplication étant distributive par rapport a I'addition, les identités remar-
quables restent vraies pour les nombres complexes :

(a+b)?=a®+2ab+ b,

(a-Db)*=a*-2ab+b?

a*-b*=(a-Db)(a+b).
Plus généralement, la formule du bindmes de Newton est encore valable dans C. Ajoutons égale-

ment la formule de factorisation de la différence de puissances n-iemes, ainsi que la formule don-
nant la somme des puissances d'un nombre.

Proposition 1.2.9 (formule du bin6me de Newton). Pour tous a,b € C et pour tout neN, on a:
S (1) konk
k=0 k
ol les nombres (Z) = k'(nLik)' sont les coefficients binomiaux. <

Proposition 1.2.10 (factorisation de a” — b"). Pour tous a,b € C et pour tout n€N, on a :

n-1

a"-b"=(a-b) Y a* bk <
k=0

Proposition 1.2.11 (somme géométrique). Pour tout g € C\ {1} et pour tout n€N, on a:

n 1— qn+1

k
= <
kgoq l1-qg

Les démonstrations de ces formules sont identiques au cas réel.

La division est un peu plus délicate. Par définition, diviser par un nombre complexe non nul z est
équivalent a multiplier par son inverse, c’est-a-dire le nombre complexe noté z~! vérifiant 1'égalité
zx z~! = 1. Avant de savoir diviser, il faut savoir déterminer la forme algébrique de I'inverse d’'un
nombre complexe.

Proposition 1.2.12. L'inverse de tout nombre z = a+ib e C* est donné par :

S at+ b
Par conséquent, les parties réelles et imaginaires de I'inverse de z sont données par :
_ Re(z) _ -Jm(z)
Re(z7!) = Jm(z7!) = <

© Re(z)? +Im(z)?’ "~ Re(z)? +Im(z)?
Démonstration. Soit z:= a+ib € C*, c’est-a-dire tel que (a, b) # (0,0). Lidée est de multiplier z par
a—1ib et de reconnaitre une identité remarquable :
(a+ib)(a—ib) = a® — (ib)?® = a® + b*.

En divisant par a? + b?, qui est non nul car (a, b) # (0,0), on obtient :

a—ib
X ——=1,

a? + b?

a—ib
a’+b* H

¥4

ce qui prouve que l'inverse de z est

Si z et w sont deux nombres complexes et si w est non nul, alors leur quotient est par définition :

z -1
—=zxw .
w
Une fois que I'on sait calculer la forme algébrique de I'inverse d'un nombre complexe, effectuer une

division revient a calculer un produit, comme on I'a vu précédemment.

12
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Figure 1.3 — Conjugaison et module dans le plan complexe

1.2.c Conjugué et module d'un nombre complexe

Le calcul de I'inverse d'un nombre complexe a+ib fait apparaitre deux quantités importantes : a—ib
et a’ + b?. Ces deux nombres associés 2 a +ib jouent un réle important dans 1'étude des nombres
complexes par la suite.

Définition 1.2.13. Soit z:= a+ibeC.

e On appelle conjugué de z le nombre complexe défini par :
zZ:=NRe(z) —iTm(z) = a—ib.

e On appelle module de z le nombre réel positif défini par :

Izl i= VRe(2)2 + Im(2)2 = Va2 + b2.

Le lien fondamental entre le conjugué et le module est la relation zxz = |z|?, ce qui nous a permis de

montrer que I'inverse de z est donné par z~! = % (cf. proposition 1.2.12). Plus généralement, pour

mettre sous forme algébrique le quotient de deux nombres complexes, on multiplie le numérateur
et le dénominateur par le conjugué du dénominateur :
zZ  ZXW zZxw

VzeC, YweC*, —= — ="
w wxw |w|

Par exemple, la forme algébrique du quotient de 2 + 3i par 1 —4i est :

2431 (2+43))(1+4i)) 2+8i+3i—-12 10+11,
= = = —— —1.
1-4i 12 +42 17 17 17

Remarque 1.2.14. Dans le plan complexe, le conjugué d’'un nombre complexe z est son symétrique
par rapport a I'axe des réels, et son module est égal a la distance entre 0 et z (cf. figure 1.3). Le
module |z| est aussi égal a la norme du vecteur du plan d’affixe z. Par conséquent, si A et B sont
deux points du plan d’affixes respectifs z4 et zp, alors |zp — z4| est égal la distance entre A et B. En
effet, le complexe zp — z4 est 'affixe du vecteur E, dou:

|zg —zal = | AB|l = AB. <
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Remarque 1.2.15. Le module d'un nombre réel coincide avec sa valeur absolue 8, c’est pourquoi on
les note de la méme facon. <

En considérant la somme et la différence d'un nombre complexe avec son conjugué, on trouve les
relations suivantes avec la partie réelle et la partie imaginaire.

Proposition 1.2.16. Pour tout z € C, sa partie réelle et sa partie imaginaire sont données par :

z+z ~ z—z
Re(z) = —, Jm(z) = ——. <
2 21

Démonstration. Soit z := a+1ib € C, son conjugué s’écrit z = a —ib. Calculons leur somme et leur
différence :

z+z=(a+ib) + (a-ib) =2a,

z—z=(a+ib) - (a—ib) =2ib.

On en déduit que a = 3£ et que b = 5=, O

Ces relations permettent de caractériser les nombres réels et les nombres imaginaires purs a par-
tir de leur conjugué : les nombres réels sont les nombres complexes égaux a leur conjugué, et les
nombres imaginaires purs sont les nombres complexes opposés a leur conjugué.

Corollaire 1.2.17. Pour tout zeC,on a:

i) zeR < Im(2)=0 < z=2. (i) z€iR < Re(2) =0 <— z=-Z. <
Etudions maintenant les propriétés de la conjugaison et du module vis-a-vis des opérations (ad-
dition, multiplication, division) dans C. Commencons par la conjugaison. Celle-ci a la propriété
remarquable de commuter avec les opérations de C : le conjugué d’'une somme est la somme des
conjugués, le conjugué d'un produit est le produit des conjugués, etc. On dit que la conjugaison est
un automorphisme de corps de C.

Proposition 1.2.18. Pour tous z, w € C et pour tout L€R, on a :

i) z=z (iv) zxw=2zxw.

) z+w=z+w.

(iii) Az=AZ. W) z/w=Z/wsi w#0. <
La démonstration est une simple vérification. Poursuivons avec les propriétés du module. Celui-ci
hérite du bon comportement de la conjugaison par rapport a la multiplication et a la division : le
module d’un produit (resp. d'un quotient) est le produit (resp. le quotient) des modules.
Proposition 1.2.19. Pour tous z, we C,on a :

@ Izl =lzl. (i) |z/ wl=lz|/|w|siw#O0.

() |zx w|=|z| % |w]|. (iv) |z] =0 < z=0. <
Démonstration. Soit z:=a+ibe C avec a,b e R, et soit w e C.

() Onalzl=Va?+(-b?2=Va2+ D% =zl

(ii) On calcule le carré du module a 'aide du conjugué :
2 _ — = =12 2
lzw|"=zwxzw =zzx ww = |z|” x |w|*.
En prenant la racine carrée (les modules sont positifs), on obtient |[zw| = |z| x |w|.

(iii) La propriété du quotient se démontre de la méme fagon.

(ivyOnalz|=0 < a?*+b?=0<< a=b=0 < z=0. O

8. on rappelle que pour tout a €R, Vv a“ = |al.

14



En revanche, le module d'une somme n’est pas la somme des modules, mais on a tout de méme la
majoration du premier par la deuxiéme : c’est ce qu'on appelle I'inégalité triangulaire.
Proposition 1.2.20 (inégalités triangulaires). Pour tous z, we Con a:

() |Re(2)| =zl et [Tm(2)] < |zl.

(i) lz+w|=|z|l+|wl.

(iii) |zl -lwll <lzxw| = |z|+|w|. <

Démonstration. Soient z et w des nombres complexes.

(i) Pour tous a,b € R, on a l'inégalité |al < Va?+ b%. On en déduit les inégalités |Re(z)| < |z| et
[TJm(z)| < |zl.

(ii) Calculons le carré du module de z+ w a I'aide du conjugué :

|z + w|2=(z+ w)(z+ w)

=2ZZ+zZW+ WwWz+ww

= |z2 + 2Re(zw) + | w/? (Z+Z =2%Re(2))
< |zl* +2|zw| + |w|® (1Re(2) =121)

< |zl + 2zl lw| +|w/? (1wl = lwl)

< (lzl +wh?>.

En prenant la racine carrée de chaque coté (les modules sont des réels positifs), on obtient 'inéga-
lité triangulaire |z + w| < |z| + |w|.

(iii) Pour démontrer I'inégalité de droite, on applique 'inégalité triangulaire aux nombres z et —w :
lz—w| =zl +|-wl=|z]+|wl.

Pour montrer I'inégalité de gauche, on commence par appliquer I'inégalité triangulaire aux nombres
z-wetw:
IZl=lz—w+w|=<|lz-w|+|w| = |lz—w|=l|z|-|w|.

On démontre de la méme facon que |z — w| = |w| —|z|. Par conséquent, on a :
|z— w| = max(|zl - wl, |w| - zl) = ||z] - |wl|.
Ainsi, on a montré que ||z| —|w|| < |z—w| < |z| + |w|. En remplagcant w par —w, on obtient :
llzl = lwll = lz+ w| < |z] + |wl,

puisque |-w| = |w|. O

1.3 Equations du 27 degré

Maintenant qu’'on connait mieux les opérations de base dans C, on va s’intéresser a des opérations
plus élaborées : I'extraction de racines n-iemes et ’exponentielle. Commencons par la recherche
de racines carrées et la résolutions d’équations du 2"d degré, puisque ce sont ces questions qui ont
mené a I'invention des nombres complexes initialement.
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1.3.a Racine carrée d'un nombre complexe

Définition 1.3.1. On appelle racine carrée d'un nombre complexe z tout nombre complexe w tel
2

que w- = z.
La raison d’étre des nombres complexes est de donner des racines carrées aux nombres réels néga-
tifs. Il s’avere que les nombres complexes eux-mémes admettent des racines carrées dans C.

Proposition 1.3.2. Tout nombre complexe non nul admet exactement deux racines carrées oppo-
sées dans C. <

Démonstration. Soit z:= a+ib € C. On donne ici la méthode permettant de calculer la forme algé-
brique des racines carrées de z. On verra a la section 1.6 une autre méthode pour obtenir les racines
carrées (et plus généralement les racines n-iemes) de z.

On cherche les racines carrées de z sous forme algébrique w = x +iy. Puisque w
résoudre 1'équation w? = z revient a résoudre le systeme d’inconnues (x, y) € R? :

*-y’=a
2xy=nh.

2 = x2 - y? +2xyi,

Une facon de résoudre ce systéme est de lui ajouter 'équation redondante |w|? = |z, c’est-a-dire
X%+ y2 =r avec r := Va? + b? le module de z. On fait ainsi apparaitre un systéme linéaire en (x2, yz),
qu’on résout par combinaisons :

1
P*-y’=a F=30+a) L L+l
21127 — 2 1 1

Xty =r y=50-a L2<—5(L2—L1)

2xy=b 2xy=Dh.

En prenant les racines carrées? dans les deux premiéres équations, on trouve deux valeurs pos-
sibles opposées pour x, de méme pour y, soit quatre valeurs possibles pour le couple (x,y). C'est
I'équation 2xy = b qui permet de trancher :

e Si b=0, alors x et y sont de méme signe, donc les deux solutions sont :

- \[20+a -2t +a)
X = 2r a xX= 2r a

et
= l(r—a) =— 1(r—a)
Y=V3 Y==V3 ’

e Si b<0, alors x et y sont de signe opposé, donc les deux solutions sont :

—\[>0+a - \/>0+a
X = 2r a X = 2r a

et
\/ 1( ) \/ 1( )
=—1\/—(r—a = —\r—a).
y 2 y 2
Dans tous les cas, on trouve deux solutions opposées. O

Remarque 1.3.3. Le radical « v » ne s'utilise que pour désigner la racine carrée d’'un nombre réel
positif, on ne ’emploie jamais pour désigner une racine carrée d'un nombre complexe quelconque.
En effet, si x est un réel positif alors il admet deux racines carrées : I'une est positive et I'autre est
négative. On désigne par y/x la racine carrée positive de x, 'autre étant —/x.

9. puisque |al < V a? + b2, les nombres V a2 + b2 + a sont positifs et on peut extraire leurs racines carrées dans R.
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En revanche, si z € C\R,, alors ses racines carrées ne peuvent pas étre distinguées aussi facilement
(il n’y a pas de relation d’ordre naturelle '° dans C). On ne saurait donc pas laquelle des racines doit
étre notée « y/z » et laquelle doit étre notée « —y/z ». <

2

Exemple 1.3.4. Déterminons les racines carrées de z:= —8 — 6i. Soit w := x+iy tel que w* = z, alors

(x,y) est solution de :

2 2
x“—y"=-8
(x+iy)? = —8—6i < ¥
2xy =-6.
On ajoute I'équation |w|? = |z|, c’est-a-dire x> + y*> =10 :
x* - y2 =-8 ¥ =1

x2+y2:10 — y2:9
2xy =-6. 2xy =-6.

Puisque xy < 0, les nombres x et y sont de signe opposé, donc les solutions sont (1,-3) et (—1,3).
Les racines carrées de z sont donc 1—-3i et —1 +3i. <

1.3.b Résolution des équations du 2" degré dans C

Nous pouvons a présent donner les formules de résolution des équations du 2" degré a coefficients
complexes. Ces formules généralisent naturellement celles vues au lycée dans le cas réel, a la diffé-
rence qu'il existe toujours des solutions dans C.

Théoreme 1.3.5. Soient a, b et ¢ des nombres complexes avec a # 0. Considérons 1'équation du 27
degré d’inconnue z :
azz+bz+c:0, (1.5)

et notons A := b%® — 4ac son discriminant.

e Si A #0, alors (1.5) admet deux solutions distinctes dans C :

-b-96 -b+6
21 = ) 2 = )
2a 2a

ou 0 une racine carrée de A.

e Si A =0, alors (1.5) admet une seule solution dans C :

b

Z9=——
2a’

appelée racine double du polynéme az? + bz + c.

Démonstration. Ecrivons le polynome az? + bz + ¢ sous forme canonique :

b c
az2+bz+c=azz+—z+—)
a a
( b)z b?—4ac
=allz+—| -
2a 4q?
() -5
=allz+—| —-—
2a 4a?

10. dans C, il n’existe pas de relation d’ordre totale qui prolonge celle sur R et qui soit compatible avec la multiplica-
tion. En effet, supposons par 'absurde qu’il en existe une : si i = 0 pour cette relation, alors en multipliant par i chaque
membre, on aurait i = 0, c’est-a-dire —1 = 0, absurde! Si au contraire i < 0 pour cette relation, alors i2 > 0 (le sens de
I'inégalité change car on multiplie par i < 0), et obtient une nouvelle fois —1 = 0, absurde!
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2
Za) .On adonc:

b\ (6
o2 -3
2a 2a

b 5)( b 6)
zZ+———||lz+ —+—
2a 2a 2a 2a

( —b+5)( —b—6)
=alz— z— .
2a 2a

Maintenant que nous avons factorisé le polynéme az> + bz + ¢, nous pouvons résoudre 1'équa-
tion (1.5) :

Soit § une racine carrée de A, alors ﬁ = (

az’?+bz+c=a

9 -b+0 -b-90 ) . .
az“+bz+c=0 < alz- z— =0 (équation produit nul)
2a 2a
-b+06 -b-96
> z= ou z= .
2a 2a

Les solutions de I’équation (1.5) sont donc % et _é’—;‘s. Elles sont distinctes si § # 0 (donc si A #0)
et elles sont égales si 6 =0 (donc si A =0). O

Exemple 1.3.6. Considérons I'’équation :
Z2+(1-1)z+Q2+10)=0.
Son discriminant vaut :
A=(1-1)?-4Q2+i) =-2i-8-4i=—-8-6i.

On a calculé a I'exemple 1.3.4 que les racines carrée de A sont 1 —3i et —1 + 3i. Les solutions de
I’équation sont donc :
~1+i-1+3i ~1+i+1-3i

71 =———=-1+2i, Zp =
1 2 2 2

—i. <

Le théoreme 1.3.5 nous permet d’approfondir la résolution des équations du 2" degré a coefficients
réels : dans le cas d'un discriminant négatif, il existe maintenant des solutions dans C.

Corollaire 1.3.7. Soit a, b et ¢ des nombres réels avec a # 0. Considérons 1'équation du 27 degré
d’inconnue x :
ax’*+bx+c=0, (1.6)

et notons A := b%® — 4ac son discriminant.
e Si A >0, alors (1.6) admet deux solutions distinctes dans R :

~-b-vVA -b+vVA
=), x2:—.

X1
2a 2a

e Si A =0, alors (1.6) admet une seule solution dans R :

. b
0— 261,

appelée racine double du polynéme ax? + bx + c.

* Si A <0, alors (1.6) n'admet pas de solutions dans R, mais elle admet deux solutions conju-
guées dans C :

_ —b-ivVIA|

a 2a

_ —b+iVIAl

22
’ 2a

21
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Exemple 1.3.8. Reprenons I'équation x?>—4x+125 = 0 qui apparaissait lors de la résolution de I'équa-
tion cubique étudiée par Bombelli (exemple 1.1.2). Le discriminant de ce polyndme est :

A=(-4)%-4x1x125=-484.
Il est négatif, donc I'’équation admet deux solutions complexes conjugués :

4+iv/484 4-iv484
:—:24—111, Z2=—:2_11i. <

<
1 2

1.4 Exponentielle et forme trigonométrique

Si la forme algébrique est bien adaptée au calcul d’additions et de multiplications par des réels,
les calculs de multiplications et de divisions entre nombres complexes sont pénibles, et leur sens
géométrique nous échappe. Le calcul de puissances est particulierement inefficace. En effet, d’apres
la formule du bindéme de Newton, la puissance n-iéme d’'un nombre complexe z:= a+ib est :
" In
(a+ib)" =Y ( )ak (ib)"k.
i=o\k

Les parties réelles et imaginaires de z" sont alors des expressions polynomiales en a et b difficiles
a analyser. Calculer une racine n-iéme d’'un nombre complexe a partir de sa forme algébrique est
alors tres difficile, voire impossible, au-dela du cas n = 2 (racines carrées). Si on souhaite parvenir
a calculer des racines n-iemes de nombres complexes, il va nous falloir une meilleure facon de
calculer et de comprendre la multiplication dans C.

1.4.a Exponentielle imaginaire

Définition 1.4.1. On note U 'ensemble des nombres complexes de module 1 :
U={zec|lzI=1}.

Remarque 1.4.2. Dans le plan complexe, cet ensemble est le cercle de centre 0 et de rayon 1, c’est-
a-dire le cercle trigonométrique. <

Cette remarque est fondamentale pour caractériser les nombres complexes de module 1. Puisque
ceux-ci sont situés sur le cercle trigonométrique, leur partie réelle et leur partie imaginaire sont par
définition le cosinus et le sinus de I'angle orienté (mesuré en radians) qu’ils forment avec la demi
droite des réels positifs (cf. figure 1.4). Un élément de U est donc repéré par un réel 6. Enfin, ce
réel n'est pas unique puisque deux angles dont les mesures difféerent d'un multiple de 27 repere le
méme point sur le cercle trigonométrique.

Proposition 1.4.3. Pour tout ze C,on a:
zelU < 0 R, z=cos(H) +isin(H).
De plus, le réel 6 est unique a 27 pres, c’est-a-dire que pour tous réels 6 et 6', on a :

cos(0) +isin(@) = cos(@') +isin(@) < Fkez, 6 =0' +2kmn. <

Définition 1.4.4. Lorsque deux nombres 0 et 6’ sont égaux a 27 pres, on dit que 6 est congru a 6’
modulo 2. On note cette relation :

0=0mod 2r < 3kez, =0 +2kn.
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cos(0) +1isin(0)

Figure 1.4 — Cercle trigonométrique U dans le plan complexe.

L'écriture des nombres complexes de module 1 en termes de cosinus et de sinus rend le calcul des
produits simple, du fait des formules d’addition de cosinus et sinus :

cos(@ +0") = cos(0) cos(@") —sin(0) sin(0"),
sin(@ +8') = cos(0) sin(@") + sin(8) cos(@").

En effet, considérons la fonction f(0) := cos(0) +isin(f), alors pour tous 6,0’ € R, le produit de f(0)
et f(0') est:

f(6) x f(6") = (cos(8) +isin())(cos@") +isin(0"))
= [cos(8) cos(0") —sin(0) sin(0) ] +i[cos(6) sin(@") + sin(0) cos(6")
=cos(0+6') +isin(0 +0') (1.7)
=fO+0", (1.8)
ol (1.7) est le résultat des formules d’addition des fonctions trigonométriques. La fonction f a donc
la propriété de transformer les sommes en produits. Or dans R, on sait que cette propriété est ca-

ractéristique des fonctions exponentielles. On peut donc vouloir écrire la fonction f sous la forme
d’une exponentielle, la question étant : de quelle nombre ? Pour le savoir, calculons la dérivée de f :

f'(0) = cos'(0) +isin’(0)
= —sin(@) +icos(0)
=i%sin(@) +icos(d)
=i(cos(8) +isin(H))
=if(®). (1.9)

On voit que f satisfait I'équation différentielle f' =if. De plus, f(0) = cos(0) +isin(0) = 1, donc f est
la solution du probléme de Cauchy :
/ 2
y =1y
y(0)=1.

Or, si k € R, on sait que la solution du probleme de Cauchy :

y'=ky
y(0) =1,

est la fonction x — e**. Par analogie, on décide d’écrire la fonction f sous la forme d’une exponen-
tielle imaginaire « e'? ».
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0 o5 |3 |535|3
cos@) || 1|2 |2 1o
sin@) || 0| 1| 221

Table 1.1 - Cosinus et sinus remarquables.

Définition 1.4.5. Pour tout 0 € R, on définit 'exponentielle du nombre imaginaire pur i6 par :

elf = cos(0) +1isin(0).

Comme on I'a vu, 'exponentielle imaginaire a la propriété de transformer les sommes en produits,
comme |'exponentielle réelle. Plus généralement, elles ont les mémes propriétés algébriques.

Proposition 1.4.6. Pour tous 6,6’ € R et pour tout n€Z, on a:

. : ’ s s/ io .
) e1(6+0) — e16e16 . (i) ei(G—H’) _ i W) |e10| =1.
(i) e e o0 (iv) (e‘ ) _— (vi) 0 ie <
Démonstration. Soient 8 et 0’ des nombres réels.
(i) C’est une réécriture de I'égalité (1.8).
(ii) On utilise la parité des fonctions cos et sin :
eif = cos(0) —isin(0) = cos(=0) +isin(—0) = e 17,
Par ailleurs, d’aprés (i), on a e'?e71¢ = ¢!@0 = ¢*0 =1, donc e 7% = 4;.
(iii) On utilise les propriétés (i) et (ii) :
. , . . . 1 eie
i@-0") _ ,if ,-i6" _ jig _~ _ ~
e =eVe =e 5T = G
(iv) Par récurrence immédiate.
(V) |e“9| =cos?(0) +sin?@) = 1.
(vi) Déja démontré, cf. égalité (1.9). O
] g

II est essentiel de bien connaitre les propriétés et les valeurs remarquables des fonctions cosinus et
sinus. Dans la table 1.1, on rappelle les valeurs des cosinus et des sinus de quelques angles remar-
quables dans l'intervalle [0,%] (premier quadrant du cercle trigonométrique). On déduit d’autres
valeurs remarquables a 'aide de symétries dans le cercle trigonométrique (cf. figure 1.5). En par-
ticulier, il est toujours utile de connaitre 1'écriture sous forme d’'une exponentielle imaginaire des
nombres +1 et +i:

1.4.b Arguments d'un nombre complexe

L'exponentielle imaginaire nous permet d’écrire les nombres complexes d'une nouvelle fagon. En
Z

effet, si z est un nombre complexe non nul, alors El est un nombre complexe de module 1, car :

z

|z]

_lal
|z|

Puisque é e U, il existe 0 € R unique a 2z prés tel que é =el%, et par conséquent, z = |z|e'?.
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Figure 1.5 — Angles remarquables sur le cercle trigonométrique.
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Définition 1.4.7. Soit z € C*, notons r :=|z| € R} son module et soit € R tel que z = re'”.

iRy

0 1 R
Figure 1.6 — Forme trigonométrique d’'un nombre complexe.
i0
Lexpression re'? est appelée une forme trigonométrique de z.
Le nombre réel 6 est appelé un argument de z, on le note arg(z).

Lunique argument de z appartenant a |-, ] est appelé I’argument principal de z.

Le couple (r,0) est appelé un couple de coordonnées polaires du point d’affixe z.

Remarque 1.4.8.

1.

Un nombre complexe non nul admet une infinité d’arguments dans R, qui sont tous égaux a
27 prés.
Dans I'écriture z = re'?, le nombre r doit étre un réel positif (ce nombre est le module de z),
sinon ce n'est pas une forme trigonométrique. Par exemple, le nombre z := -2 e'3 nest pas
sous forme trigonométrique. Pour obtenir celle-ci, on utilise I'égalité —1 = e'” :

4im

i i i i(Z Al
_2el5 = el x2¢i5 =2el5+7) = e

Le module de z est donc 2 et un argument de z est 4?”.

Le nombre 0 n’admet pas de forme trigonométrique. En effet, on peut écrire 0 = |0]e'? pour
n'importe quel 8 € R, on devrait donc accepter que tous les réels sont des arguments de 0. On
décide plutdt que 0 n'a pas d’arguments, et donc pas de forme trigonométrique. <

Remarque 1.4.9. Géométriquement, 'argument de z est une mesure en radians de ’angle orienté
entre le vecteur d’affixe 1 et le vecteur d’affixe z (cf. figure 1.6). <

Exemple 1.4.10. Cherchons la forme trigonométrique de z := —2 + 2i. On commence par calculer
son module :

Izl =V (=2)2+22 = /8=2V2.

On divise z par son module :

z 1 i \/§+i\/§
lzl  v2 v2 o2 2

On cherche un argument de z, c’est-a-dire un nombre réel 6 tel que :

cos(@) = —ﬁ
2
sin(0) = g

Le réel 6 = %” convient (c’est 'argument principal de z). Par conséquent on a :

z (37‘[) . (37t) 3ix
— =cos|— | +isin|—|=e4.
|z 4 4

3im
Une forme trigonométrique de z est 2v/2e’s . <
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De la méme facon que la partie réelle et la partie imaginaire caractérisent un nombre complexe, le
module et 'argument caractérisent un nombre complexe non nul : deux nombres complexes non
nuls sont égaux si et seulement si ils ont le méme module et le méme argument modulo 27.

Proposition 1.4.11. Pour tous z, we C*, on a :
z=w < |z|=|w| et arg(z)=arg(w) mod 2. <
Démonstration. Soient z, w € C*, alorson a :

z=w < |z|=|w| et z=w

— |zl=|w| et |z|e'¥8@ = |y|elv8W)
|Z| — |w| et eiarg(z) — eiarg(w)
< |z|=|w| et arg(z)=arg(w)mod 27x. O

Au vu des propriétés du module et de 'argument (proposition 1.2.19 et corollaire 1.4.13), la forme
trigonométrique est particulierement adaptée au calcul de produits et de quotients. En effet, le mo-
dule d’'un produit (resp. d’'un quotient) est le produit (resp. le quotient) des modules, et 'argument
d’un produit (resp. d'un quotient) est la somme (resp. la différence) des arguments modulo 2.

0

o e i 10’ .
Proposition 1.4.12. Pour tous nombres complexes non nuls z := relf et w:=r'el? sous forme trigo-

nomeétrique, leur produit et leur quotient sont donnés par :

1,1(0+6")

oo
zw=rr'e = —¢ll0-0),

z
w 1
De plus, si n est un entier relatif, alors :

7" = rnelnG. <

Corollaire 1.4.13. Pour tous z, w € C* et pour tout n€ Z,on a:
(i) arg(zw) = arg(z) +arg(w) mod 27. (iii) arg(%) = arg(z) —arg(w) mod 2.

(i) arg(z)=arg(z7!) = —arg(z) mod 27. (iv) arg(z") = n x arg(z) mod 27. <

Remarque 1.4.14. Nous pouvons a présent donner un sens géométrique a la multiplication dans C.
Multiplier un nombre complexe z par une exponentielle imaginaire e'? revient a ajouter 6 a I'ar-
gument de z, sans changer son module. GEométriquement, z subit donc une rotation autour de 0
et d’angle 0 (le signe de 6 donnant le sens de la rotation). Plus généralement, si on multiplie un
nombre complexe par rel, celui-ci subit une rotation de centre 0 et d’angle 6, puis une homothé-
tie de centre 0 et de rapport r (cf. figure 1.7). Légalité i> = —1 trouve ainsi un sens géométrique :
puisque multiplier par i correspond a une rotation d'un quart de tour, la multiplication par i’ cor-
respond a une rotation d'un demi-tour, tout comme la multiplication par —1. <

1.4.c Exponentielle d'un nombre complexe

On connait déja I'exponentielle des nombres réels et on a défini précédemment I’exponentielle des
nombres imaginaires purs. Puisque tout nombre complexe est la somme d'un nombre réel a et d'un
nombre imaginaire pur ib, et puisqu’on attend de I'’exponentielle qu’elle transforme les sommes en
produits, on définit naturellement I’exponentielle du nombre complexe a+ib comme le produit de
et etell.

Définition 1.4.15. Pour tout z:= a+ib € C, on définit 'exponentielle de z par :

Z._ eiRe(z) eijm(z) — el

e =e%(cosb+isinb).
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Figure 1.7 — Multiplication dans le plan complexe.

Remarquons que I'exponentielle de z est donnée directement sous forme trigonométrique. Les pro-
priétés algébriques de I'’exponentielle complexe sont les mémes que celles des exponentielles réelles
et imaginaires.

Proposition 1.4.16. Pour tous z, w € C et pour tout n€ Z,on a:
() |e?| =e”*@ > 0. En particulier, 'exponentielle complexe ne s’annule jamais.
(ii) arg(e®) =Jm(z) mod 2.

(iii) L'exponentielle complexe est 2iz—périodique : e* = e < Jke Z, z=w +2ink.

. Z
(iv) e*TW =e? x eV,

vi) eV =—
. (vi) oW
(V) e %= = (vii) (e®)" =e"?, <
Les démonstrations ne posent aucune difficulté.
1.5 Applications a la trigonométrie
i0

Par définition de I'exponentielle imaginaire, on a e'” = cos(0) +isin(f). Par conséquent, les fonc-
tions cosinus et sinus sont respectivement la partie réelle et la partie imaginaire de 'exponentielle
imaginaire. Or, on a vu dans la proposition 1.2.16 qu’on pouvait exprimer les parties réelles et ima-
ginaires d'un nombre complexe en fonction de lui-méme de son conjugué. Compte tenu du fait
que le conjugué de €' est e, on obtient les formules suivantes, appelées formules d’Euler, qui

permettent d’exprimer cos(f) et sin(6) en fonction des exponentielles imaginaires e' et e,
Proposition 1.5.1 (formules d'Euler). Pour tout 6 e R, on a :
. el 4 o—if . ell _ o—if
cos(f) = iﬁe(elg) =—— sin0)= Jm(elg) = <
i

La combinaison des formules d’Euler avec les propriétés algébriques de ’exponentielle imaginaire
permettent de démontrer simplement de nombreuses propriétés des fonctions trigonométriques.

1.5.a Formules de linéarisation

Une premiere application des formules d’Euler est la linéarisation des produits de cos(f) et sin(8).
La linéarisation consiste a transformer une expression de la forme cos”(0) sin” (8) avec n,p €N, en
une combinaison linéaire de cos(k8) et sin(kf) pour k € [0, n + p], c’est-a-dire une expression de la

forme :
}’l+p

Z aj cos(kB) + by sin(k0),
k=0

25



ou (ay)osk<n+p €t (br)o<k<n+p sont des coefficients réels. L'expression linéarisée ne contient alors
plus aucun produit ni puissances de cosinus et de sinus. Pour linéariser, on appliquer les trois
étapes suivantes :

1. On commence par utiliser les formules d’Euler :

i0 , —i0\" [ .i0 _ ,-i60\P
cos”(@)sinp(0)=(e e ) (e ‘e ) .
2 21

2. On développe le membre de droite a ’aide de la formule du bin6me de Newton et en utilisant

les propriétés de I'exponentielle imaginaire : (elG) = ikt et ik0 100 — ik+0)0
3. On regroupe les exponentielles conjuguées pour faire apparaitre cos(k6) et sin(k6) al’aide des

formules d’Euler : e%? + e k0 = 2 cos(kB) et el%? — e~k = 2isin (k).

Exemple 1.5.2 (linéarisation de sin?(0)). Pour tout 6 €R, on a :

0\ 2
e10 _ e—l@
sin® @) = (2—) (formule d’Euler)
i
(eie)z _ 26010 4 (e—ie)z
= 2 (on développe)
62i6 + e*Zi@ -2
Y E— (on regroupe les termes conjugués)
2 20)-2
= % (formule d’Euler)
1 1
= — — —cos(20). <
2 2

La linéarisation est utilisée notamment pour déterminer les primitives de produits de fonctions tri-

gonométriques. Par exemple, les primitives de la fonction sin?(x) sont de la forme %x— i sin(2x)+C.

1.5.b Formules d’angle multiple

Il est parfois utile de délinéariser des expressions trigonométriques. On utilise pour cela les for-
mules d’angle multiple, qui expriment cos(n6) et sin(n0) en fonction de produits et de puissances
de cos(0) et sin(0). C’est encore une fois I’exponentielle imaginaire qui permet de résoudre facile-
ment ce probleme. Pour tout n € Z, on a vu que (eie) = e (proposition 1.4.6). En réécrivant ces
exponentielles imaginaires en fonction de cosinus et sinus, on obtient I'égalité suivante, appelée
formule de Moivre.

Proposition 1.5.3 (formule de Moivre). Pour tout 6 € R et pour tout n€ Z, ona:
(cos(@) +isin(0))" = cos(n0) +isin(nf). <
La formule de Moivre permet d’obtenir de facon systématique les formules d’angle multiple :

1. On écrit la formule de Moivre : cos(n6) +isin(n) = (cos() +isin(9))".

2. On développe le membre de droite a 'aide de la formule du bin6me de Newton.

3. Par identification, cos(n6) est égal a la partie réelle du résultat, et sin(nf) est égal a sa partie
imaginaire.

Exemple 1.5.4 (formules de duplication). Pour tout e R, on a:

c0s(26) +isin(20) = (cos(6) + isin(B))2 (formule de Moivre)

= cos?(0) — sin?(0) + 2icos() sin(6). (on développe)
Par identification des parties réelles et imaginaires, on obtient les formules de duplication :

cos(20) = cos? @) — sin® @, sin(20) = 2 cos(0) sin(0). <
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Figure 1.8 — Factorisation de 'angle moitié.

1.5.c Factorisation de I'angle moitié

Une autre utilisation des formules d’Euler est la technique appelée factorisation de 'angle moitié.
Cette technique permet de mettre (presque) sous forme trigonométrique la somme ou la différence
de deux exponentielle imaginaire ell et el

9+0’ et = 0+6 _06-¢'

i, ,if’ .
5 - +e :

En écrivant 8 = , on peut mettre en facteur e =n dans la somme e

. . . ! 06— ! . / s 0— /
i0 0’ 0+0 6-0 16+6 _19 {°)

e’+e" =e' 2 ez +e'z e 2

20+0 (. 0-0' _:0-0
=e' 2 (e‘2 +e12)

Selon le signe du cosinus, on obtient une forme trigonométrique de e'? + el? ou son opposée. Sup-
posons par exemple que 6,0’ € |-, 7], c’est-a-dire que 6 et 6’ sont les arguments principaux.

0+0"
* Si|0—-0'| <, alors cos(e 29 ) est positif, donc 2cos(9 o ) 2 est une forme trigonométrique

de €' + €. Par conséquent, un argument de e'? + el? est M.

e Si|@—0'| > 7, alors cos(‘9 o ) est négatif, donc 2cos(9 s ) i est 'opposé d'une forme trigo-

t 9+0

nométrique de e'? +e'?". Par conséquent, un argument de e'? + e’ es +71.

La figure 1.8 illustre la factorisation de 'angle moité dans le plan complexe. On peut également
utiliser la factorisation de ’angle moitié pour une différence de deux exponentielle imaginaires, on
obtient alors :

: 0! .. H_Hl ;040"
el — ¢if :21s1n( 5 )e1 2,

Proposition 1.5.5 (factorisation de I’angle moitié). Pour tous 6,0’ eR,ona:
9 o' : 9 o'
(i) elf+elf = 2COS(6 o ) = (i) e — = 21sm(6 0 ) = <

Un cas particulier de factorisation de I’angle moitié souvent rencontré est le cas ot1 ' = 0. On a dans
ce cas les égalités :

. 0\ . . 0\ .
e‘9+1:2003(5)e‘§, e16—1=Zisin(z)e‘g.
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En prenant la partie réelle et la partie imaginaire dans les formules de factorisation de ’angle moitié,
on obtient les formules de factorisation de cosinus et sinus.

Corollaire 1.5.6 (formules de factorisation). Pour tous 8,8’ €R, on a :

(i) cos(8) +cos(@') = 2005(9+6 )cos(e =l ) (iii) sin(0) +sin(@) = 25in(0+—9/) cos(

%

-0

)
). <

N‘

CD

(ii) cos(0)—cos(@) = 231n(6+9 )sm(‘9 & ) (iv) sin(0) —sin(@’) = 2cos(9+9 )sm( —0

N‘

1.6 Racines n-iemes

On a a présent tous les ingrédients pour étudier I'extraction de racines n-iémes des nombres com-
plexes. Mais avant de voir comment déterminer les racines n-iemes d’'un nombre complexe quel-
conque, on commence par étudier les racines n-ieémes de I'unité, c’est-a-dire les racines n-ieémes
de 1. Par la suite, on verra que si on connait les racines n-iemes de l'unité et une racine n-iéme
particuliere d'un nombre complexe, on peut déduire toutes ses autres racines n-iémes.

1.6.a Racines n-iemes de I'unité

Définition 1.6.1. Soit n € N*, on appelle racine n-iéme de I'unité tout nombre { € C* tel que :
"=1.
Lensemble des racines n-iemes de I'unité est noté U,,.

Dans R, I'étude des racines n-iemes de 'unité n’est pas trés palpitante, puisqu’il n'y a que deux cas
de figure : si n est pair, les racines n-iemes de I'unité sont 1 et —1, et si n est impair, la seule racine
n-ieme de l'unité est 1. Dans C, la question posséde une réponse plus riche : il y a n racines n-iémes
de l'unité.
Théoreme 1.6.2. Pour tout 7 € N*, il existe exactement 7 racines n-iemes de 'unité et celles-ci sont
données par :

Un={e™ :kelo,n-11}.

Autrement dit, en notant {,, := e , les racines n-iémes de 'unité sont 1,{,,¢2,...,{" 1.

Démonstration. On cherche les solutions de {" = 1 sous forme trigonométrique { = rel? avec r >0

et0e€[0,2n]:

(nZI rnean_leri

— r"=1let3keZ nb=0+2kn (proposition 1.4.11)

2k
— rzletEIkEZ,H:—n.
n

. . s 2ikn . )

Les racines n-ieme de 1'unité sont donc les e = ol k € Z. Enfin, puisque 0 € [0,27[, 'entier k ne

peut prendre que les valeurs de 0 a n— 1. O

Exemple 1.6.3. Regardons quelles sont les racines n-iemes de 'unité pour des petites valeurs de n :
* n=2:les deux racines carrées de 'unité sont 1 et —1.

e n=3: les trois racines cubiques de 1'unité sont 1, j et j, ol j est défini par :

w1 V3, 1 V3

j:=e7:—§+17, “=j=—c—-i—.

* n=4:les quatre racines 4° de I'unité sont 1, i, —1 et —i. <
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Figure 1.9 — Représentations de Us, U, et Us dans le plan complexe.

Remarque 1.6.4. Dans le plan complexe, les racines n-iemes de I'unité forment un polygone régu-
lier inscrit dans le cercle unité, et dont I'un des sommets est 1 (cf. figure 1.9). <

Proposition 1.6.5. Pour tout entier n =2 et pour tout { € U, \ {1}, on a:
n—-1
Y ¢ k=o. <
k=0

Démonstration. 1l suffit d’utiliser la formule donnant la somme des puissance du nombre complexe
¢ #1 (proposition 1.2.11) :

n-1 l_cn
k
:—:0’
55T

car {"" =1 puisque ( est une racine n-ieme de 'unité. O

1.6.b Racines n-iémes d’'un nombre complexe

Définition 1.6.6. Soit n € N*. On appelle racine n-iéme d'un nombre complexe z tout nombre com-
plexe w tel que w" = z.

Tout comme pour les racines n-iémes de I'unité, un nombre complexe non nul admet exactement
n racines n-iemes dans C.

Théoréme 1.6.7. Soit n € N* et soit z = rel’ € C* un nombre complexe non nul sous forme trigono-
meétrique. Le nombre z admet exactement n racines n-iemes et celles-ci sont données par :

i ((0+2kn .0
Vkel0,n-1], Wy == r%el(+)=r%elﬁxck

2in

oul,:=en.

Remarque 1.6.8. Les racines n-iéme d'un nombre complexe z s'obtiennent en multipliant une ra-
cine n-ieme particuliere de z par les racines n-iemes de I'unité. <

Démonstration. Soit z = rel® un nombre complexe non nul sous forme trigonométrique et posons

140 . . .
wy = r= e'n, Vérifions que wy est une racine n-iéme de z :
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Cherchons les autres racines n-iémes de z en résolvant 'équation w” =z :

w'=z <= w"=w{

— —=1 (wg =z#0)
wy
w n

— (—) =1
Wo

w
— —el,
Wo

w
— 3Fkel0,n-1], —=¢k (théoreme 1.6.2)
Wo

— Jke[0,n-1], w=wx k.
Léquation w™ = z admet donc exactement les n solutions annoncées. O

Remarque 1.6.9. Comme pour la racine carrée, on n'écrit pas « v/z» ni « z» » pour désigner une
racine n-iéme d’'un nombre complexe quelconque, car on ne saurait pas de quelle racine on parle.
Ces notations sont réservées aux réels positifs (et aux réels négatifs si n est impair). <

Exemple 1.6.10. Cherchons les racines cubique de z := —2+2i. Dans I'’exemple 1.4.10, on a vu qu'une
3im
forme trigonométrique de ce nombre est z=2v/2es . Une racine cubique de z est :

Wi~

wy = (2\/5) et X5 = v2ell,

Les racines cubiques de I'unité sont 1, j et j> =, oi1 j := e . Par conséquent, les trois racines cu-
biques de z sont :

i . -
wo =V2els W1 = Wy X j Wy = wp X ]
= \/Eei(%Jr%n) = 2ei(%7%ﬂ)
Llin _sin
=V2en =Vv2e 1. <

1.6.c Equations de degré n

Dans la section 1.3, on a vu que tout nombre complexe non nul admettait exactement deux racines
carrées dans C. Plus généralement, on a vu que tout polynéme de degré 2 a coefficients complexes
admettait exactement deux racines dans C (dans le cas des polynémes dont le discriminant est nul,
la racine double compte comme deux racines).

Dans cette section, on a vu plus généralement que tout nombre complexes non nul admettait exac-
tement n racines n-iémes dans C. Naturellement, on peut conjecturer que les polynomes de degré
n admettent n racines dans C. Et c’est effectivement le cas : ce résultat porte le nom de théoreme
fondamental de I'algebre, ou théoreme de d’Alembert-Gauss. On ne démontrera pas ce théoreme
ici, car il nécessite des outils qui seront étudiés en analyse ultérieurement.

Théoreme 1.6.11 (d’Alembert-Gauss, admis). Tout polynéme de degré n = 1 a coefficients com-
plexes admet exactement n racines dans C, comptées avec multiplicité (une racine double est
comptée 2 fois, une racine triple est comptée trois fois, etc).

I est remarquable que le simple ajout a R du nombre i, c’est-a-dire d’'une racine carrée de —1, suffise
a ce que toutes les équations polynomiales admettent des solutions. Ainsi, 'ensemble des nombres
complexes est le cadre idéal dans lequel étudier les équations polynomiales.

30



Chapitre 2

Résolution de systéemes linéaires

Vous savez déja résoudre des systémes linéaires a 2 ou 3 inconnues. L'objectif de ce chapitre d’ap-
prendre une méthode de résolution systématique des systemes de p équations linéaires a n incon-
nues (réelles ou complexes), avec n et p des entiers quelconques.

Dans ce chapitre, le symbole K désigne 'ensemble R ou I'ensemble C.

2.1 Systemes linéaires

Définition 2.1.1. Un systeme linéaire de p équations a n inconnues Xxi,...,X, €st un systeme
d’équations de la forme :
a1 X1 t+ta1pXxXp+ -+ aynXny= b1

a1 X1t a2 Xo+ -+ aypXp= bg
(2.1)

Ap1 X1+ Ap2 Xp+ -+ + Ap n Xn = bp,

ou les a; j € K sont les coefficients du systeme, et les b; € K forment le second membre. Si tous
les coefficients b; sont nuls, on dit que le systéme est homogene. Résoudre le systeme (2.1), c’est
trouver tous les n-uplets (x, ..., X;) € K" qui satisfont simultanément toutes les équations de (2.1).

Remarque 2.1.2. Les coefficients a;,; sont repérés par deux indices : le premier est celui de 'équa-
tion et le deuxieme celui de la variable. Ainsi, lorsqu’on écrit le systeme en alignant les variables
verticalement, le premier indice repere la ligne et le deuxiéme indice repére la colonne ou se situe
le coefficient. Cette convention doit étre impérativement respectée. <

Remarque 2.1.3. Lorsque le nombre d’'inconnues est petit, on utilise généralement des lettres diffé-
rentes plutdt des indices pour nommer les inconnues. Par exemple, lorsque n = 3, on appellera les
inconnues « x, y, z » plutét que « x1, X2, X3 ». <

Exemple 2.1.4. Considérons le systeme de 2 équations a 2 inconnues suivant :

{ x—-y=1
2x+y=4.

Les coefficients de ce systéme sont a1 =1, a12 = -1, az1 = 2 et az» = 1, et le second membre
est by =1 et by = 4. Au lycée, vous avez appris deux méthodes pour résoudre un tel systéme : la
meéthode par substitutions et la méthode par combinaisons. C’est cette derniere qu’on va utiliser et
généraliser pour résoudre n'importe quel systeme linéaire.

Le principe de la méthode par combinaisons est d’ajouter un multiple bien choisi d'une équation
a l'autre, de facon a éliminer une inconnue. Dans cet exemple, en retranchant 2 fois la premiere
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équation a la deuxieme, on élimine x dans la deuxieme équation :

{x— y=1
3y=2.

Ce systéme est alors facile a résoudre : la deuxieme équation donne y = %, on reporte ensuite cette

valeur dans la premiere équation pour obtenir x =1+ y = % Lunique solution de ce systéme est
_(25

donc (x,y) = (%,2). <

2.2 Opérations élémentaires

Définition 2.2.1. On appelle opérations élémentaires sur les lignes d'un systéme linéaire les opéra-
tions suivantes :

1. L; < L; : échanger la ligne i avec la ligne j.
2. Li — AL; (A #0) : multiplier la ligne i par une constante A non nulle.

3. Li— Li+AL; (i # j) : ajouter a la ligne i un multiple d’une autre ligne j.

Remarque 2.2.2. On peut combiner les opérations 2 et 3 pour remplacer la ligne i par une combi-
naison des lignes i et j. On note cette opération L; — AL; + uL; (A#0 eti# j). <

Le point important est que les opérations élémentaires ne changent pas I'’ensemble des solutions
d’'un systéme linéaire. On peut donc les utiliser pour transformer un systeme donné en un systéme
équivalent plus simple a résoudre.

Proposition 2.2.3. Si (S) est un systeme linéaire et si (') le systeme obtenu aprés une opération
élémentaire, alors (S) et (') sont équivalents. <
Remarque 2.2.4. Lexemple ci-dessous est une mauvaise utilisation de cette proposition :
x+y=1_ (2x=1 Li<IL1+I;

{x -y=0 “ {
Le systeme de gauche implique le systéme de droite mais la réciproque est fausse : les systémes ne
sont pas équivalents. En effet, le premier systeme admet pour unique solution x = y = %, alors que
le second ne comporte plus que I'équation 2x =1 et admet donc une infinité de solutions (x = % et
y € R libre).
La proposition ne s’applique pas car on a modifié 'équation 1 a I'aide de I'équation 2, en modifiant
simultanément I’équation 2 a I'aide de I'équation 1. Pour que les systémes soient équivalents, il faut
appliquer les opérations élémentaires séquentiellement.
En revanche, lorsque des opérations élémentaires n’'interférent pas les unes avec les autres (typique-
ment, utiliser une méme ligne pour modifier plusieurs autres lignes), on peut bien sir les effectuer
simultanément pour gagner du temps. <

2x=1 ILy—ILy+1,

Démonstration de la proposition 2.2.3. La proposition est évidente pour les opérations élémentaires
1 et 2. Démontrons-la pour I'opération 3.
Soit (S) un systeme linéaire :

amixi+aipXo+-+ainxp=b1 (L)

i1 X1 +ajpXo+-+ainxn=b; (L;)
. : ()

aj,1x1+aj,2x2+---+aj'nxn:b]- (Lj)

ap1Xx1+ap2Xp+--+apnXxn=>bp, (Lp)
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et soit (S') le systeme linéaire obtenu apres I'opération L; — L; + AL i c’est-a-dire :

mixitappXe+-+anxp=b (L)

/ / / ol /
A X1+ a; X2+ +a; , xn=b; (L)
{ : (8"

aj,1x1+aj,2x2+---+aj,nxn:bj (L])

Ap1 X1+ Ap2Xp+ -+ appXn=Dbp, (Lp)

ol a;.’k = a; +Aaj i pour tout k € [1,n] et b} = b; + Ab;.

Pour démontrer que (S) et (S') sont équivalents, on procéde par double implication : on démontre
dans un premier temps (S) = (S'), puis on démontre I'implication réciproque.

Soit x := (x1,..., X,) une solution de (S); montrons que x est aussi solution de (S'). Les systémes (S)
et (S') partagent les mémes équations (L) pour k # i, donc la seule chose a vérifier est que x est
solution de (L’l.). Puisque x est solution de (S), il vérifie les équations :

n
Y aixxe=b; (L))
k=1

n

Z aj,kxk = bj. (Lj)
k=1

Par conséquent, on a :
n

n n n
kz" a;ykxk = kz (a,-,k+/1aj,k)xk = kX: ai,kxk+/1kz Qajk Xk = bi +)Lbj = b;
=1 =1 =1 =1

Ainsi, on a montré que x est solution de I'équation (L}). Par conséquent, x est solution de (S"), ce
qui démontre que (S) = (S). Or, on passe de (S') a (S) par 'opération élémentaire L; — L’ — /1L’j
donc (S") = (S) d’apres ce qu’on vient de montrer. Par conséquent, (S) et (S') sont équivalents. [J

Exemple 2.2.5. Considérons le systéme suivant :

x+3y+ z=0
—X+2y+2z=1
2x+4y—- z=1.

On utilise la 1 équation pour éliminer I'inconnue x dans les 2¢ et 3¢ équations :

x+3y+ z=0 x+3y+ z=0
—X+2y+2z=1 < S5y+3z=1 ILy—ILy+Ly
2x+4y— z=1 —2y—3Z:1. L3 —L3—-2L

On utilise ensuite la 2¢ équation pour éliminer 'inconnue y dans la 3¢ équation :

x+3y+ z=0 x+3y+ z=0
S5y+3z=1 < S5y+3z=1
—2y—3z=1 —9z=7. IL3—5L3+2L)
Le systéme est alors sous une forme plus simple, dite triangulaire. <
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2.3 Systemes triangulaires

Définition 2.3.1. On dit qu’'un systéme linéaire est triangulaire si :
1. le nombre d’équations est égal au nombre d’inconnues : p = n;
2. les coefficients sous la diagonale sont nuls : pour tous i, j € [1,7], a; ; =0si i > j.

Un systéme triangulaire est donc de la forme :

a1 X1 t+aipXxp+--t+aypnXny= b1

a2,2x2+---+a2,nxn:bg

Qn,nXn = bp.

Exemple 2.3.2. On considere le systeme triangulaire suivant :

—2x+y+ z=-1
-y+3z=1 (2.2)
2z=4.

Un systéme triangulaire se résout simplement par remontée :
1. la derniére équation donne la valeur de z;
2. on reporte cette valeur dans la 2¢ équation ce qui permet de trouver la valeur de y;
3. on reporte les valeurs de y et z dans la 1™ équation pour obtenir la valeur de x.

On applique cette procédure au systeme (2.2) :

—2x+y+2=-1 —2x+5=-3 x=4
(2.2) = -yt6=1 << y=5 <= <y=5
Z:2 Z:2 Z:2.
L'unique solution du systéme est (x, y, z) = (4,5,2). <

On peut généraliser la méthode de résolution de 'exemple précédent a tout systéme triangulaire
dont les coefficients diagonaux (les coefficients a; ;) sont non nuls.

Théoreme 2.3.3. Si tous les coefficients diagonaux d'un systéme triangulaire sont non nuls, alors le
systeme admet une unique solution.

Démonstration. On procede par récurrence sur la taille du systeme. Soit H, la proposition : « tout
systeme linéaire triangulaire de taille n avec des coefficients diagonaux non nuls admet une unique
solution ».

¢ Initialisation n = 1 : toute équation linéaire de la forme ax = b avec a # 0 admet pour unique

solution x = %.

o Hérédité : soit n =1 tel que H, est vraie; démontrons H,;. Considérons un systéme triangulaire

de taille n+1:
a1 X1+ aipXp+-++ a1 Xp + A1 pe1Xn1 = b1

AppXp+ -+ 0o pXn+ A2 ni1Xns1 = b2
< : 0

ApnXn+ Apn+1Xn+1 = b,

Ap+1,n+1Xn+1 = byi1,
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tel que a;; # 0 pour tout i € [1,n+1]. La derniere équation admet pour unique solution x,; = Z"*i .
n+
En reportant la valeur de x,+; dans les lignes 1 a n, le reste du systeme est équivalent a :
a X1 + ay» X +---+ al,nXn = bll
Ao Xp+ -+ dypXn= bé
(Sh
!
Ap,nXn = bn,

ou b;. = b; — a;j n+1 Xn+1. Ce systeme est triangulaire de taille n avec des coefficients diagonaux non
nuls, donc par hypothése de récurrence, il admet une unique solution, ce qui finit de prouver Hy41.
Ainsi, on a montré que pour tout n =1, H, implique H4;.

Par le principe de récurrence, la proposition H, est vraie pour tout n = 1. O

2.4 Systemes échelonnés

Tous les systémes ne sont pas équivalents a des systemes triangulaires. On généralise la notion de
systeme triangulaire par la notion de systeme échelonné. On verra que tout systeme linéaire peut
se mettre sous la forme d'un systeme échelonné par des opérations élémentaires.

Définition 2.4.1. On dit qu’'un systeme est échelonné s’il vérifie les deux propriétés suivantes :

1. Si une ligne de coefficients est entierement nulle, toutes les lignes suivantes le sont aussi. Ces
lignes sont appelées les équations de compatibilité.

2. Pour les lignes non nulles, le nombre de coefficients nuls commencant une ligne croit
strictement d'une ligne a la suivante. Les premiers coefficients non nuls de chaque ligne sont
appelés les pivots.

Une autre facon de le dire est que dans un systeme échelonné, le premier coefficient non nul d'une
ligne se décale de plus en plus vers la droite quand on passe d’'une équation a la suivante, jusqu’a
ce qu’il n'y ait plus d’inconnues.

Remarque 2.4.2. Les équations de compatibilité sont des équations de la forme 0 = b;. Elles ne
comportent pas d'inconnues, elles ne concernent que le second membre. Ces équations sont des
conditions que doit vérifier le second membre pour que le systéme admette des solutions. Si le
second membre ne vérifie pas les équations de compatibilité, le systéme n’admet pas de solutions
et on dit qu’il est incompatible. <

Les premiers exemples de systémes échelonnés sont les systéme triangulaires dont les coefficients
diagonaux sont non nuls. Dans ce cas, les coefficients diagonaux sont les pivots. Mais la notion de
systéme échelonné est plus générale comme le montre 1'exemple suivant.

Exemple 2.4.3. Le systéme :

xl— Xo —2X3 +2x5+ 3xg=1
1ixo—4x3+ X4 —3Xs5 =2
X4+ X5 — 3x6=0

(=2l =1,

est échelonné. En effet, le nombre de coefficients nuls commencant chaque ligne est dans I'ordre :
0, 1, 3 et 5. Les pivots sont les coefficients encadrés. En revanche, le systeme :

X1 +3x2 —5x6=0
—2Xx3+2x4—Xx5+3x5=1
5X3— X4 +2x=1

X5 — X6 =0,

35



n'est pas échelonné car les lignes 2 et 3 débutent par le méme nombre de coefficients nuls. <
Voyons sur I'exemple suivant comment résoudre un systeme échelonné qui n’est pas triangulaire.

Exemple 2.4.4. Considérons le systeme échelonné de 2 équations a 3 inconnues suivant :

2x— y+2z=-4
{ Y (2.3)

% y— z=2.
En passant les termes en z dans le second membre, le systéme devient :

2x— y=-4-2z
%y:2+z.

Si on traite z comme un parametre, ce systeme d’'inconnues x, y est triangulaire avec des coefficients
diagonaux non nuls, il admet donc une unique solution quelle que soit la valeur de z. Les inconnues
x et y sont dites principales et I'inconnue z est dite secondaire. En résolvant ce systeme triangulaire
par remontée, et on trouve :

{x =1+ %z

y=6+3z.

Ainsi, les inconnus x et y s’expriment en fonction de z qui varie librement dans R. On dit que z est
une variable libre et que x et y sont des variables liées (leur valeur est déterminée par celle de z). Par
conséquent, les solutions du systéme sont tous les triplets de la forme (1 + %Z,G +3z,z) avec z € R.
Lensemble des solutions du systeme s’écrit :

{(1+%z,6+3z,z):z€[ﬂ%}.

Le systéme (2.3) admet une infinité de solutions, décrite par un parameétre réel. Par exemple, pour
z =0, on trouve que (1,6,0) est une solution du systéme; pour z = —2, on trouve que (0,0,—-2) est
une autre solution du systéme; etc. <

Remarque 2.4.5. Si on rajoute artificiellement I'équation z = A, ou A est un parametre réel, le sys-
téme (2.3) est équivalent a :

x=1+%/1
y:6+3ﬂ, A,elR.
z=A

Géométriquement, on reconnait I'’équation paramétrique de la droite passant par le point A(1,6,0)
et de vecteur directeur ﬁ(%,:ﬁ, 1). Ce n'est pas étonnant : dans 'espace munit d’un repére, les équa-
tions 2x—y+2z=-2et % y—z =2 sont des équations cartésiennes de deux plans &7 et %,. Résoudre
le systéme (2.3) revient a chercher I'intersection de 22, et %. Ces deux plans n’étant pas paralléles,
leur intersection est bien une droite. <
Définition 2.4.6. Dans un systéme échelonné :

¢ les inconnues dont les pivots sont les coefficients sont appelées les inconnues principales ou
variables liées.

* les autres inconnues sont appelées les inconnues secondaires ou variables libres.

* le nombre d'inconnues principales est appelé le rang du systeme linéaire.

La méthode pour résoudre un systeme échelonné est la suivante :

1. Vérifier que les équations de compatibilité sont satisfaites. Si ce n’est pas le cas, le systeme n'a
pas de solutions.
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2. Passer les inconnues secondaires dans le second membre. Ces inconnues deviennent des pa-
rametres.

3. Le systeme est alors triangulaire en les inconnues principales, avec des coefficients diagonaux
non nuls (les pivots). On le résout par remontée.

On obtient ainsi I'expression des inconnues principales en fonction des inconnues secondaires, ces
dernieres pouvant prendre n'importe quelle valeur dans K.

Remarque 2.4.7. Etant donné un systéme linéaire, il y a plusieurs facons de le transformer en un
systeme échelonné équivalent, et toutes ces facons ne conduisent pas nécessairement aux mémes
inconnues principales et secondaires. En revanche, le nombre d’inconnues principales est toujours
le méme : le rang ne dépend pas de la fagon d’échelonner un systeme. Cette affirmation sera dé-
montrée au chapitre 4. <
Proposition 2.4.8. Pour tout systeme linéaire de rang r, on a :
(i) r <=min(n,p).

(i) le nombre d’inconnues secondaires est n—r.

(iii) le nombre d’équations de compatibilité est p —r.

(iv) sir = p alors le systeme admet des solutions.

(v) le systeme admet une unique solution si et seulement si r = n et les équations de compatibi-

lités sont vérifiées. <

Démonstration. Soit (S) un systeme échelonné de rang r.

(i), (i), (iii) Le rang est par définition le nombre d’inconnues principales. Puisqu’il y a n inconnues
au total, on a r < n et n—r estle nombre d’inconnues secondaires. Par ailleurs, le rang est également
le nombre de lignes de coefficients non nulles dans (S). Puisqu’il y a p lignes au total, onar < p
et p—r est le nombre d’équations de compatibilité. Enfin, on a établi que r < n et r < p, donc
r <min(n, p).

(iv) Si r = p, alors il n'y a pas d’équations de compatibilité, donc le systéeme admet des solutions.
(v) Le systeme admet une solution si et seulement si les équations de compatibilité sont vérifiées.
Dans ce cas :

* si r < n, alors (S) possede des variables libres, donc une infinité de solutions.

* si r =n, alors (S) ne possede pas de variables libres, donc la solution est unique. O

2.5 Algorithme d’élimination de Gauss
Théoréme 2.5.1 (admis). Tout systeme linéaire est équivalent a un systéme échelonné.

La démonstration repose sur I'algorithme du pivot de Gauss, ou algorithme d’élimination de Gauss,
qui permet de mettre n'importe quel systéme linéaire! sous forme d’'un systéme échelonné équi-
valent. Le principe général de cet algorithme est d’effectuer des opérations élémentaires pour éli-
miner les variables 'une apres 'autre, en échangeant des lignes si besoin.
Décrivons le fonctionnement de cet algorithme (cf. algorithme 1 pour le pseudo-code). Considérons
un systeme linéaire :

amx1+apxp+-+taynxp=by (L)

Az X1+ app X+ +aypnXn=by (L1)

ap1X1+ap2 X+ +apnXn=">bp. (Lp)

1. plus généralement, cet algorithme permet de trouver une forme échelonnée en lignes d'une matrice, voir le cours
d’algebre linéaire 2.
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Le but est d’éliminer x; dans toutes les lignes qui suivent la premiere. Un probléme qui peut se
poser est que I'inconnue x; n'est pas nécessairement présente dans (L) : le coefficient a;; peut
étre nul. Dans ce cas, il faut d’abord échanger (L;) avec I'une des lignes qui suivent.

* Si a;; #0, alors on utilise (L;) pour éliminer x; dans les lignes suivantes. Pour tout i = 2, on
effectue 'opération L; — L; — %Ll ; on obtient ainsi le systeme équivalent :

aj X1 taipXxo+--+aypnXny= b1

! / _ 1./ a1
Ay Xp+ -+ ay, Xn =Dy Ly—Ly-g L

! 1 1t ap,1

ApopXo+ o+ Ay Xpn = bp. Lp—Lp-g L
Linconnue x; est principale. On réitere la procédure sur le sous-systeme formé des équations
(L2) a (Lp).

* Si a;;;1 =0, alors on cherche une ligne i pour laquelle a;; #0.

— Si un tel i existe, alors on échange (L;) et (L;). On peut alors effectuer I'étape d’élimina-
tion comme précédemment.

- Sia;; =0 pour tout i € [1, p], alors 'inconnue x; est absente du systéeme : elle est secon-
daire. On recommence la procédure avec la variable x,.

Remarque 2.5.2. L'algorithme laisse de la liberté dans le choix du pivot. Le meilleur choix dépend
de qui exécute I'algorithme :

e Pour un étre humain, mieux vaut choisir un pivot qui facilite les calculs. Le choix idéal est un
pivot qui vaut 1 ou —1, car ¢a nous évite d’effectuer des divisions lors de I’étape d’élimination.

¢ Pour une machine, mieux vaut choisir un pivot dont la valeur est loin de zéro. En effet, lors
de I'étape d’élimination, on est amené a diviser par le pivot, ce qui conduit a des erreurs
d’arrondis si celui-ci est trop petit. De facon générale, choisir un pivot ayant la plus grande
valeur absolue conduit a une meilleure stabilité numérique. <

Algorithme 1 : Pivot de Gauss

r<—o0 // ligne du dernier pivot et nombre d’inconnues principales trouvées
pour j allant de 1 a n faire
k«—argmax|ai,j| // ligne contenant le plus grand pivot potentiel
ielr+1,pl
si a,j # 0 alors // ay; est un pivot et x; est une inconnue principale
r—r+l

si k>ralors Ly — L,

// élimination de x; dans les lignes qui suivent
si r < n alors pour i allant der +1 a n faire
Li—Li- 2L

Ll,—' Jj
fin

fin
fin
// le systéme est échelonné et r contient le rang du systéme
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2.6 Exemples

Exemple 2.6.1. On considere le systeme de 3 équations a 3 inconnues suivant :

8x+2y—-2z=9
3x— y+2z=7 (2.4)
X+2y-3z=-1.
On échelonne le systeme avec la méthode du pivot de Gauss. On commence par échanger les lignes
1 et 3 pour avoir un meilleur pivot.
8x+2y—-2z=9 X+2y-3z=-1 Lj~1I3
3x— y+2z=7 <= {3x— y+2z=7
xX+2y-3z=-1 8x+2y—-2z=9 L1 < L3
x+ 2y— 3z=-1
— — 7y+11z=10 Ly—Ly-3L;
—14y+22z=17 L3—L3-8L
xX+2y— 3z=-1
= —-7y+11z=10
0=-3. I3—L3-2L,
Le systéme (2.4) est incompatible, il n’admet pas de solutions. <

Exemple 2.6.2. On considere le systeme linéaire de 3 équations a 4 inconnues suivant :

-X +3z+3t=3
xX+2y—-8z—-5t=-2 (2.5)
3x—-2y—-4z—-7t=-10.

On échelonne le systéme avec la méthode du pivot de Gauss :

—-X +3z+3t=3 —-X +3z+3t=3
x+2y—-8z-5t=-2 < 2y—-5z-2t=1 Ly—Ly+1
3x-2y—-4z-7t=-10 —2y+5z+2t=-1 Ly—Ls4+3L

-X +3z+3t=3
— 2y—-5z-2t=1
0=0. Ly—IL4+1Ly
Le systeme est de rang 2 et les équations de compatibilité sont vérifiées, donc le systeme admet une
infinité de solutions. On passe les inconnues secondaires z et ¢ dans le second membre :
{—x +3z+3t=3 {—x=3—3z—3t
=
2y—-5z-2t=1 2y=1+5z+2t
x=-3+3z+3¢
= 1,5
y= 5 + EZ +f.
Lensemble des solutions du systeme (2.5) est {(-3+3z+3t,5 +32z+1,2,1) : 2, L €R}. <

Exemple 2.6.3. Soit m € R un parametre. On consideére le systéme linéaire de 3 équations a 3 incon-
nues suivant :
X+ y =1

2x+3y+3z=m
-x—-3y—-6z=0.
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On échelonne le systéme avec la méthode du pivot de Gauss :

X+ y =1 x+ y =1
2x+3y+2z=m <— y+2z=m-—-2 Ly—1Ly-2I;
-x—4y—-6z=1 -3y—-6z=1 L3—L3+1
X+y =1
— y+2z=m-2

0=3m—-5. L3—L3+3L

Le systéme est compatible si et seulement si m = 2

3. Dans ce cas, on passe I'inconnue secondaire z
dans le second membre et résout le systéme par remontée :

xX+y =1 x:‘s—l—ZZ
1 = 1
y+2z=-3 y=-t+2z

Sim= %, I’ensemble des solutions est {(% -2z, —% +2z,2): z€ R}. Sinon, il n'y a pas de solutions. <«

Exemple 2.6.4. Soit m € R un parameétre. On consideére le systéme linéaire de 3 équations a 3 incon-
nues suivant :

2x— y— z=0

3x— y+mz=0

2x-3y+ z=0.
On échelonne le systéme avec la méthode du pivot de Gauss :
2x— y— z=0 2x—

3x— y+mz=0 <

V- z=0

y+(2m+3)z:0 Ly —2Lp-3L,
2x-3y+ z=0

—-2y+ 2z=0 IL3—IL3-1,
2x—y— z=0
— y+@2m+3)z=0
(4m+8)z=0. L3—L3+2Ly

Le systeme est de rang 2 ou 3 selon que 4m + 8 est nul ou non. On discute selon la valeur de m :
* si m# -2, alors le systeme est triangulaire et admet pour unique solution (0,0, 0).

* si m = -2, alors le systéme est de rang 2. On passe I'inconnue secondaire z dans le second
membre, et on résout le systeme par remontée :

{2x—y—z=0 {xzz
=
y—z=0 y=z

Lensemble des solutions du systeme est {(z, Z,2).Z€ [R}.
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Chapitre 3

Espaces vectoriels

Initialement, les vecteurs ont été définis dans le cadre de la géométrie euclidienne en dimensions 2
et 3, et se sont avérés un outil puissant en physique pour modéliser des concepts comme les forces,
la vitesse, I'accélération, etc. Les espaces vectoriels permettent de généraliser les techniques de cal-
cul vectoriel a des espaces de dimension quelconques, mais aussi a des espaces non géométriques
a priori (espaces de fonctions, de polynémes, de suites, etc.).

Le but de ce chapitre est d’introduire la notion d’espace vectoriel en partant du calcul vectoriel
que vous avez étudié au lycée. On étudiera ensuite des parties remarquables d'un espace vecto-
riel (droites, plans, sous-espaces de dimension supérieure), ainsi que des opérations sur celles-ci
(intersection et somme de sous-espaces). Puis, on verra la notion de famille libre de vecteurs (gé-
néralisation de la non colinéarité et de la non coplanarité), ce qui permettra de définir la notion de
base d'un espace vectoriel. Pour finir, on définira ce qu’est la dimension d'un espace vectoriel.

3.1 Vecteurs en géométrie euclidienne

Cette section est constituée de rappels de lycée concernant les vecteurs en géométrie euclidienne
dans I'espace. Aller directement a la section 3.2 pour la définition des espaces vectoriels.

3.1.a Définition géométrique des vecteurs

On se place dans le plan ou dans I'espace euclidien.

Définition 3.1.1. Un segment orienté est une paire de points (A, B), ou A est I'origine du segment
orienté et B son extrémité. On le représente géométriquement par un segment fléché allant de 'ori-
gine a I'extrémité.

Notons qu'un segments orienté est localisé dans I'espace : des segments orientés sont égaux si
et seulement si ils ont la méme origine et la méme extrémité. Or, on voudrait définir les vecteurs
comme des « segments orientés libres », c’est-a-dire non localisés dans 'espace. L'idée est de définir
un vecteur comme l'ensemble de tous les segments orientés identiques a leur position pres.

Pour ce faire, il faut déterminer les propriétés invariantes d’'un segment orienté lorsqu’on change
sa position. Si on considere un segment orienté (4, B) et qu'on lui applique une translation pour
obtenir le segment orienté (C, D), on peut montrer (cf. figure 3.1) :

e qu’ils ont la méme direction : (AB) et (CD) sont paralleles;
e qu'ils ont la méme longueur : AB=CD;

e qu’ils ont le méme sens : le quadrilatere ABDC n’est pas croisé.
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Figure 3.1 — Segments orientés équipollents.

Ces trois propriétés sont conjointement équivalentes au fait que ABDC est un parallélogramme,
c’est-a-dire au fait que les diagonales [AD] et [BC] ont le méme milieu '.

Définition 3.1.2. On dit que deux segments orientés (A, B) et (C, D) sont équipollents si ABDC est
un parallélogramme (potentiellement aplati). On appelle vecteur AB '’ensemble de tous les seg-
ments orientés équipollents a (A, B).

Remarque 3.1.3. L'équipollence est une relation d’équivalence sur les segments orientés et un vec-
teur est une classe d’équivalence pour cette relation (cf. annexe A). <

Le segment orienté (A, B) est appelé un représentant du vecteur E Si (C, D) est un segment orienté
équipollent a (A, B), alors (C, D) est aussi un représentant de AB, et on a 'égalité entre les vecteurs
ABetCD:

—  — def. def.
AB=CD & (A, B) et (C, D) sont équipollents = ABDC est un parallélogramme.

La longueur du segment orienté (A, B) est appelée la norme du vecteur AB et on la note || AB|. Elle
ne dépend pas du choix du représentant du vecteur, car des segments orientés équipollents ont tous
la méme longueur.

Définition 3.1.4. Pour tout point A, le vecteur AA est un vecteur particulier appelé vecteur nul et
noté 0. Il n’a pas de direction, pas de sens et sa norme est nulle.

Les vecteurs ne sont pas que des objets géométriques, ce sont aussi des objets algébriques : on peut
effectuer des opérations avec. La premiere est 'addition vectorielle.

Définition 3.1.5. Pour tous points A, B et C, on définit 'addition vectorielle de AB et BC par la
relation de Chasles :
AB+ BC = AC.

La relation de Chasles permet d’additionner des vecteurs en mettant bout a bout des représentants.
Pour additionner des vecteurs a partir de représentants ayant la méme origine, on utilise la regle du
parallélogramme (cf. figure 3.2).

Propos1t10n 3.1.6 (regle du parallélogramme). Soient A, B, C et D des points du plan. On a I'égalité
vectorielle AB + AC = AD si et seulement si ABDC est un parallélogramme. <

Lautre opération que I'on peut effectuer sur les vecteurs est la multiplication par des scalaires, c’est-
a-dire des nombres réels.

1. cette définition a I'avantage de s’appliquer méme dans les cas dégénérés, par exemple si A = B, ou si les segments
sont alignés.
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Figure 3.2 — Relation de Chasles et regle du parallélogramme.

£ 2

Définition 3.1.7. Soit A € R* et soit & un vecteur non nul. On définit le vecteur A comme le vecteur :
¢ de méme direction que i;
* de méme sens que i si A >0 et de sens opposé si 1 <0;
e de norme || x || &]|.

Si A =0 ousi i =0, on définit que Aii = 0.

On dit que deux vecteurs sont colinéaires si 'un est un multiple de I'autre. Géométriquement, les
vecteurs AB et AC sont colinéaires si et seulement si les points A, B et C sont alignés.

Si iy, ..., i, sont des vecteurs et si 11,..., 1, sont des scalaires, on peut combiner des multiplications
par des scalaires et des additions vectorielles pour former le vecteur A,iiy + --- + A, il,. Une telle
expression est appelée une combinaison linéaire des vecteurs iy, ..., i,.

On dit que trois vecteurs sont coplanaires si I'un d’eux _peut s s écrire comme une combinaison li-
néaire des deux autres. GEométriquement, les vecteurs AB AC et AD sont coplanaires si et seule-
ment si les points A, B, C et D sont contenus dans un méme plan (cf. figure 3.3).

P

Figure 3.3 — Vecteurs coplanaires.

3.1.b Vecteurs, droites et plans de 'espace

Définition 3.1.8. Un repere de I'espace est un quadruplet (0,7, 7, E) ol O est un point appelé I'ori-
gine du repere et 7, j, k sont trois vecteurs non coplanaires.

Un repére de I'espace permet d’associer des coordonnées aux points et aux vecteurs de 1’espace (cf.
figure 3.4).

Définition 3.1.9. On munit I'espace d'un repére (0,7, 7, k).

e Tout vecteur # s’écrit de maniere unique comme i = ai + bj + ck avec a, b et ¢ des scalaires.
Le triplet (a, b, ¢) € R s'appelle les coordonnées de i dans la base (7,7, k).

* Si M est un point de I'espace, on définit ses coordonnées (xy, yum, zy) € R comme celles du
vecteur OM dans la base (3, , k) :

O_])W= xM7+ ny+ ZM%.

Les coordonnées de la somme de deux vecteur et du produit d'un vecteur par un scalaire se cal-
culent facilement : il suffit d’effectuer les opérations coordonnée par coordonnée.
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Figure 3.4 — Coordonnées d'un point dans un repere de I'espace.

Proposition 3.1.10. On munit le plan d’un repeére. Pour tous vecteurs ii(a, b, c) et v(a’,b’,c’) et pour
tout scalaire A, la somme i + U a pour coordonnées (a+a’,b+b’,c+ c) et Aii a pour coordonnées
(Aa,Ab,Ac). <

Corollaire 3.1.11. On munit I'espace d'un repeére. Pour tous points A(x4,y,za) et B(xp, s, zg) de
I'espace, le vecteur AB a pour coordonnées (xg — X, VB — YA, 2B — ZA)- <

Toute droite est caractérisée par un point et un vecteur directeur. En effet, si on munit I'espace
d’un repére, et qu'on considere 2 une droite de vecteur directeur ii(a, b, c) et passant par le point
A(x4,ya,z4), alors pour tout point M(x, y,z) de 'espace, on a :

X=Xxa+Aa
M(x,y,2) €2 < JLeR, W:w — JLeR, S y=ya+Ab
z=2zp+Ac.

Le systéeme précédent est appelé une représentation paramétrique de la droite 2. Ce n’est pas un
systéme a résoudre mais un critere d’appartenance a la droite 2. Chaque valeur de A fournit les
coordonnées d'un point de la droite et chaque point de la droite possede des coordonnées de cette
forme pour une certaine valeur de A (cf. figure 3.5).

Figure 3.5 — Droite paramétrée.

Les plans admettent également une représentation paramétrique.

Définition 3.1.12. Soit A un point de I'espace et soient # et ¥ des vecteurs non colinéaires. Soient
B et C les points de I'espace tels que AB:=1ii et AC:= 7. Puisque ii et ¥ ne sont pas colinéaires, les
points A, B et C sont non alignés, donc ils définissent un unique plan 2. On dit que £ est le plan
passant par A et dirigé par i et 7.

Soit &2 le plan dirigé par les vecteurs ii(a, b, c) et v(a',b’,c’), et passant par le point A(x, ya,za).
Pour tout point M(x, y,z) de 'espace, on a :

xX=xa+Aa+uad

M(x,y,2) € P <> I\, W) €R®, AM = Aii+ub < IA,w eRE { y=ya+Ab+ub'

z=zp+Ac+puc'.
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On obtient ainsi une représentation paramétrique du plan £. Les points d'un plan dont décrits
par deux parametres A et u : chaque valeur de A et de u fournit les coordonnées d’'un point du
plan et chaque point du plan posséde des coordonnées de cette forme pour certaines valeurs des
parametres A et (.

Dans l'espace, un plan est également caractérisé par une équation cartésienne.

Théoreéme 3.1.13. On munit 'espace d'un repére. Pour tous a, b, c,d € R tels que (a, b, c) # (0,0,0),
'ensemble des points de coordonnées (x, y, z) € R® tels que :

ax+by+cz+d=0.

est un plan de I'espace. Léquation ax+ by + cz + d = 0 est appelée une équation cartésienne de ce
plan. Réciproquement, tout plan de I'espace est caractérisé par une équation de cette forme.

Puisque l'intersection de deux plans non paralléles est une droite, il est possible de caractériser une
droite par un systeme de deux équations, chaque équation étant I'équation cartésienne d'un plan.

Corollaire 3.1.14. On munit I'espace d'un repere. L'ensemble des points de I'’espace dont les coor-
données (x, y, z) sont solution d'un systéme linéaire compatible de rang 2 :

{ ax+ by+ cz=d
ax+by+cz=d,

est une droite de 'espace. Réciproquement, toute droite de ’espace est caractérisée par un systéme
linéaire compatible de rang 2. <

3.1.c Vecteurs en dimension n

On a vu que 'ensemble des solutions d'un systeme linéaire a 3 inconnues, lorsque celui-ci est infini,
s’interprete géométriquement comme la représentation paramétrique d’'une droite ou d'un plan de
I'espace (selon le rang du systéme). On peut se demander ce qu’il en est lorsque le nombre d’incon-
nues est supérieur a 3.

Exemple 3.1.15. Considérons le systéme linéaire a 4 inconnues suivant :

x+2y+z-2t=1 x+2y+z-2t=1
2x+5y+z—-6t=5 <— y—z-2t=3 Ly—Ly—21,
—x—3y—z+5t=—5 -y +3t=—-4 I3—IL3+1

x+2y+z-2t=1
— y—z-2t=3
—z+ t=-1 L3—I3+L»
x=-8-5t
— {y=4+3t

z=1+t¢1
x=-8-51
y=4+31

— eR
z=1+A
t=A

Si on interpréte (x,y,z,t) comme les coordonnées d’'un point dans un repére d'un espace a 4 (!)
dimensions, alors les équations ci-dessus sont une représentation paramétrique de la droite pas-
sant par le point A(-8,4,1,0) et de vecteur directeur #(-5,3,1,1). Ainsi, 'ensemble des solutions du
systeme d’interprete comme une droite dans un espace a 4 dimensions. <
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Plus généralement, si un systéme linéaire a n inconnues est compatible et de rang r, alors I'en-
semble de ses solutions est décrit par n—r parameétres, ce qu’'on peut interpréter géométriquement
comme une représentation paramétrique d'un sous-espace de dimension n —r dans un espace de
dimension n. Ainsi, pour étudier théoriquement les systemes linéaires, il est naturel de définir les
notions d’« espace de dimension 7 » et de « sous-espaces », lorsque n > 3.

Sil'idée d'un espace géométrique a n dimensions échappe a notre intuition, il est en revanche treés
simple de considérer un nombre arbitraire de coordonnées. Plutot que définir les vecteurs de facon
géométrique (c’est-a-dire a partir de segments orientés en géométrie euclidienne), on va les définir
de facon algébrique, a partir de leurs coordonnées.

Définition 3.1.16. On définit un vecteur numérique dans un espace de dimension 7 comme une
liste de » nombres réels (xi,...,x;), c'est-a-dire comme un élément de R”. Pour tous vecteurs nu-
mériques X = (x1,...,X,) €t ¥ = (y1,...,¥n) de R”, on définit leur somme ainsi que leur produit par
un scalaire A € R par :

I+y= 4y Xntyn),  AXi=Ax,., Axy).
Le n-uplet 0:= (0,...,0) est appelé le vecteur nul de R”.

Une fois qu'un repere est fixé, les vecteurs géométriques de I'espace s’identifient a des vecteurs
numériques de R® via leurs coordonnées. De plus, d’apreés la proposition 3.1.10, les opérations d’ad-
dition vectorielle et de multiplication par un scalaire des vecteurs géométriques correspondent a
celles définies pour les vecteurs numériques.

A partir des propriétés de I'addition et de la multiplication dans R, il est facile de vérifier que 1'ad-
dition de R vérifie les propriété suivantes :

e elle est associative : (X+ ) +Z=X+(y+2);

e elle est commutative : X+ y =y + X;

elle posséde un élément neutre : le vecteur nul est tel que % +0 = ¥;

e tout vecteur X = (x1,..., X;,) posséde un opposé —X := (—xy,...,—Xy), de sorte que X + (—X) = 0;
et que la multiplication par un scalaire posséde quant a elle les propriétés suivantes :

o 1X=X; * AX+)) =AX+AY;

e A(uX)=AWw3x; e (A+wWX=AX+pux.

Ces propriétés sont le coeur du calcul vectoriel et vont servir de modéle pour définir les espaces
vectoriels.

Remarque 3.1.17. Dans R”, il n'y a pas de distinction claire entre points et vecteurs. En effet, un
n-uplet (x3,...,x,) peut étre vu aussi bien comme la position d’'un point que comme un vecteur. <«

En algébre linéaire, lorsque n =2 ou n = 3, on adoptera la représentation suivante des vecteurs nu-
mériques de R” (cf. figure 3.6). On munit le plan (n = 2) ou I'’espace (n = 3) d'un repére orthonormé.
Le vecteur nul est représenté par un point : I'origine O du repére. Les vecteurs numériques non nuls
(x1,x2) ou (x1, X2, x3) sont représentés par des segments orienté d’origine O et d’extrémité le point
de coordonnées (x1, x2) ou (x1, X2, X3). Alternativement, un vecteur numérique peut étre représenté
par un unique point : 'extrémité du segment orienté. C’est la représentation qu’on utilisera de pré-
férence pour les ensembles de vecteurs : on les représente par des ensembles de points plutét que
par des ensembles de segments orientés.
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Figure 3.6 — Représentation des éléments de R? comme des segments orientés ou comme des points.

3.2 Structure d’espace vectoriel

3.2.a Définition axiomatique

La définition algébrique des vecteurs comme éléments de R” met en lumieére les deux opérations
fondamentales sur les vecteurs : I'addition vectorielle et la multiplication par un scalaire. Or, on
connait d’autres objets mathématiques qui peuvent étre additionnés entre eux et multipliés par des
nombres réels, et pour lesquels les mémes propriétés algébriques de 1'addition vectorielle et de la
multiplication par un scalaire sont vérifiées.

Par exemple, c’est le cas des fonctions : on peut additionner des fonctions et on peut multiplier une
fonction par une constante réelle pour former une nouvelle fonction; la fonction constante égale a
zéro faisant office de « vecteur nul » pour les fonctions. La structure algébrique est la méme que pour
les vecteurs de R”, il est donc légitime de considérer les fonctions comme des sortes de vecteurs.

Remarque 3.2.1. On ne dit pas que les fonctions sont la méme chose que les vecteurs géométriques
ou les n-uplets de nombres : il y a toutes sortes d’opérations qu’on peut effectuer sur les fonctions
(dérivation, intégration, évaluation, etc.) qui n’existent pas pour des vecteurs géométriques. Mais
si on s’en tient a 'addition et a la multiplication par des réels, alors les vecteurs géométriques, les
n-uplets de nombres réels et les fonctions se comportent de la méme fagcon d'un point de vue algé-
brique, et c’est en ce sens qu’on les qualifie de « vecteurs ». <

Lensemble des vecteurs géométriques du plan ou de 'espace, 'ensemble des n-uplets de nombres
et 'ensemble des fonctions sont ce qu’on appelle des espaces vectoriels. Cette notion se forme au
cours du XIXe siecle et consiste en une approche axiomatique des vecteurs. On qualifie d’espace
vectoriel n'importe quel ensemble d’objets pouvant étre additionnés entre eux et multipliés par des
nombres, en satisfaisant certains axiomes (cf. définition 3.2.4). L'important n’est pas la nature des
vecteurs (segments orientés, n-uplets, fonctions, etc), mais la structure algébrique (les opérations
d’addition vectorielle et de multiplication par un scalaire).

Enfin, on a considéré jusqu’a présent que les nombres par lesquels on pouvait multiplier les vec-
teurs étaient les nombres réels. Mais d’autres ensembles de nombres peuvent étre utilisés, comme
par exemple les nombres complexes.

Définition 3.2.2. Dans ce cours, K désignera 'ensemble R, ou bien '’ensemble C. Les éléments de
K sont appelés les scalaires.

Remarque 3.2.3. Les résultats de ce cours sont valables plus généralement si K est un corps (com-
mutatif) quelconque, mais on se limitera aux nombres réels et aux nombres complexes dans les
exemples et les exercices. <
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Définition 3.2.4. Un espace vectoriel sur K (K—espace vectoriel) est un ensemble E dont les élé-
ments sont appelés des vecteurs, qui est muni d'une loi de composition interne notée + appelée
addition vectorielle, ainsi que d'une loi de composition externe de domaine K notée - appelée
multiplication par un scalaire :

+: ExE—E -:KxE—E

(u,v) — u+v, Auw— A u,

vérifiant les axiomes suivants :

1. Pourtous u,v,we E,ona (u+v)+w=u+ v+ w).

2. Pourtous y,ve E,ona u+v=v+u.
3. Il existe un vecteur noté Og, appelé vecteur nul, tel que pour tout u€ E, ona u+0g = u.
4. Pour tout u € E, il existe un vecteur noté —u, appelé vecteur opposé de u, tel que u+(—u) = 0g.
5. Pourtoutue E,onal-u=u.
6. Pour tous A,ueK et pour tout ue E,ona A (u-u) = (A xuw)-u.
7. Pour tout A €K et pour tous u,ve€ E,ona A-(u+v)=A-u)+ - v).
8. Pourtous A,peK etpour tout ue E,ona (A+p)-u=A-u)+ (u-u).
Remarque 3.2.5. Les axiomes 1 a 4 signifient que (E, +) est un groupe abélien, voir annexe A. <

Remarque 3.2.6. En algebre linéaire, on ne note généralement pas de fleche au-dessus des vecteurs.
En géométrie en revanche, on les écrit pour distinguer les vecteurs des points. <

Dans un espace vectoriel, il y a unicité du vecteur nul et de I'opposé d'un vecteur. Pour cette raison,
on peut parler du vecteur nul d'un espace vectoriel et du vecteur opposé d'un vecteur.

Proposition 3.2.7. Pour tout K—espace vectoriel E :

(i) le vecteur nul de E est unique.

(ii) pour tout u € E, le vecteur opposé de u est unique. <
Démonstration. Soit E un K-espace vectoriel.

(i) Soient Og et 0% deux vecteurs satisfaisant 'axiome 3. D’une part, on a Og + 0;5 = 0% car O est un
vecteur nul. D’autre part, on a O + O’E = 0 car 0% est aussi un vecteur nul. Par conséquent, on a
I'égalité 0g = 0%, ce qui prouve I'unicité du vecteur nul.

(ii) Soit u € E et soient (—u) et (—u)’ deux vecteur satisfaisant I'axiome 4. D’une part, on a :
[(Cw+ul+(-w'=0p+(-w)' = (-w),

car (—u) est 'opposé de u. D’autre part,on a:
—w+[u+(w')=w+0p=(-uw,

car (—u)’ est aussi I'opposé de u. Par associativité de I'addition (axiome 1), ces expressions sont
égales. Par conséquent, on a (—u)’ = (—u), ce qui prouve I'unicité du vecteur opposé de u. O

On définit la soustraction vectorielle # — v comme 1'addition de u et de (—v). Comme d’habitude,
le symbole de la multiplication peut étre omis : on note Au := A - u. De plus, la multiplication par
un scalaire est prioritaire sur I'addition vectorielle. Ainsi, I'expression « Au + v » doit étre comprise
comme (A-u) + v.
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Proposition 3.2.8. Soit E un K-e.v. Pour tout A €K et pour tout u€ E,ona:

(i) Ou=0g. (i) (-Du=-u.

(i) A0 =0g. (iv Au=0g <= A=00u u=0g. <
Démonstration. Soient AeK et ueE.
(i) On a d’apres 'axiome 8 :

Ou=0+0u=0u+0u.
En ajoutant —0u a chaque membre de cette égalité, on obtient O = Ou.
(ii) On a d’apres 'axiome 7 :
A0 = A(0g+0g) =A0g + A0%.

En ajoutant —A0r a chaque membre, on obtient 0 = AOg.
(iii) On veut montrer que (—1) - u est 'opposé de u, c’est-a-dire que u + (—1)u =0g. On a d’aprés les

axiomes 5 et 8 :

u+(-Du=lu+(-Du=[1+(-1]u=0u=0g.
(iv) On procede par double implication. Si A =0 ou u = 0g, alors A-u = 0g d’apres (i) et (ii). Récipro-
quement, supposons que Au = 0g. On fait une disjonction de cas :

* ou bien A # 0, alors on multiplie chaque membre de I'égalité Au = 0p par A7}, et on obtient :
AM=0p = (A "Nu=17"'0p = 1-u=0g = u=0g.

¢ ou bien 1 =0.

Par conséquent, on a montré que A =0 ou u =0g. O

3.2.b Exemples fondamentaux

Exemple 3.2.9. L'ensemble [K est un K—espace vectoriel, comme on le vérifie facilement : I'addition
vectoriel est I'addition de K, la multiplication par un scalaire est la multiplication de K et le vecteur
nul est le nombre 0.
Plus généralement, pour n € N*, on considéere I'ensemble K” des n-uplets d’éléments de K. Pour
tous x = (x1,...,x,) EK" et y:i= (y1,..., yn) € K", et pour tout 1 € K, on définit la somme x + y et le
produit Ax par :

X+y=0x1+Y,.-,Xn+¥Yn), Ax:=Axy,...,Ax,).

On peut vérifier que I’ensemble K" muni de ces lois est un K—-espace vectoriel, le vecteur nul de K"

étant le n-uplet (0,...,0). <

Exemple 3.2.10. Lensemble C est un R-espace vectoriel : 'addition est celle de C et la multiplication
par un scalaire est la multiplication d'un nombre complexe par un nombre réel. Le vecteur nul de C
est le nombre 0. Notons que C est également un C—espace vectoriel d’apres 'exemple précédent. <«

Exemple 3.2.11. Soit A un ensemble non vide, on considere 'ensemble % (A,K) des applications
définies sur A et a valeurs dans K. Pour tous f, g € % (A,K) et pour tout A € K, on définit les appli-
cations f+ge F(AK) et Af € F(AK) par:

Yace A, (f+g)a):=f(a)+gla), Af)(a) =A% f(a).

Lensemble % (A,K) muni de ces lois est un K-espace vectoriel et le vecteur nul de & (A,K) est
I'application constante égale a 0. En particulier :
e 'ensemble KN := Z (N, K) des suites numériques est un espace vectoriel.

¢ 'ensemble & (I,K) des fonctions définies sur un méme intervalle I est un espace vectoriel. «

A partir de maintenant et dans le reste de ce chapitre, on fixe E un K-espace vectoriel.

49



3.3 Sous-espaces vectoriels

Lespace euclidien contient des parties remarquables, les droites et les plans, dont I'étude est au
cceur de la géométrie euclidienne. De la méme fagon, un espace vectoriel E contient des parties
remarquables qui ont la propriété d’étre elles aussi des espaces vectoriels. Ces parties sont appelées
des sous-espaces vectoriels de E.

3.3.a Caractérisation des sous-espaces vectoriels

Définition 3.3.1. Soit F une partie de E. On dit que F est un sous-espace vectoriel de E si la restric-
tion a F des lois + et - munissent F d'une structure de K—espace vectoriel.

Exemple 3.3.2. Les ensemble E et {0g} sont des s.e.v. 2deE. <

Soit F est un s.e.v. de E. Puisque F est un espace vectoriel, il possede un vecteur nul Or et tout
vecteur de F possede un opposé dans F. Mais F est inclus dans E qui posséde son propre vecteur
nul Og, et chaque vecteur de F posséde aussi un vecteur opposé dans E. D’ou les questions :

¢ le vecteur nul de F est-il le méme que le vecteur nul de E?
e si ue F,'opposé de u dans F est-il égal a son opposé dans E?

La réponse a ces questions est affirmative.

Proposition 3.3.3. Soit F est un s.e.v. de E.
(i) Le vecteur nul de F est Og.

(ii) Soit u € F et soit —u son vecteur opposé dans E. Alors —u est aussi 'opposé de u dans F. <«

Démonstration. Soit F un s.e.v. de E.

(i) D’apres la proposition 3.2.8-(ii) dans le K—e.v. F, on a 0-0r = O, et d’apres la proposition 3.2.8-(i)
dans le K-e.v. E, on a 0-0r = 0g. Par conséquent, O = 0g.

(ii) Soit u € F. On note (—u)g 'opposé de u dans E, et (—u)r I'opposé de u dans F. D’apres la
proposition 3.2.8-(iii) appliquée aux K-e.v. E et F successivement, on a (—1)u = (—u)g et (-1)u =
(—u)p. Donc (—uw)r=(—u)g. O

Pour montrer qu'une partie de E est un sous-espace vectoriel, on utilise la caractérisation suivante.
Grace a celle-ci, il n'est pas nécessaire de vérifier les huit axiomes de la définition 3.2.4, il suffit de
vérifier seulement deux conditions. En général, pour montrer qu'un ensemble est un espace vecto-
riel, on montrera que c’est un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel déja connu (K", espace
des suites, espaces des fonctions, etc).

Théoréme 3.3.4 (caractérisation des s.e.v.). Une partie F est un sous-espace vectoriel de E si et
seulement si les deux propriétés suivantes sont vérifiées :

1. F est non vide.

2. F est stable par combinaisons linéaires : Vu,ve F, VA€ K, u+AveF.

Remarque 3.3.5. En pratique, pour montrer que F est non vide, on vérifie si le vecteur nul appar-
tient a F : si c’est le cas alors F est non vide et il reste a vérifier la stabilité par combinaisons li-
néaires; sinon F n’est pas un s.e.v. de E. <

2. abréviation de « sous-espace vectoriel ».
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Démonstration. Soit F c E. On procede par double implication.

(=) Si F est un s.e.v. de E, alors F est non vide car il contient le vecteur nul, et la stabilité de F
par combinaisons linéaires est évidente.

(<) Supposons que F soit non vide et stable par combinaisons linéaires. Montrons que F est un
s.e.v. de E.

« Affirmation. La restriction de la loi + a F est une loi de composition interne sur F qui vérifie les
axiomes 1 a 4 de la définition 3.2.4.

En effet, si u, v € F, alors par stabilité on a u+v € F, donc + est une loi de composition interne sur F.
Les axiomes 1 et 2 sont vraies pour tous les éléments de F, puisqu’ils le sont pour tous les éléments
de Eetque FCE.

Montrons que Op appartient a F. Soit u € F (un tel u existe car F est non vide), par stabilité on
a0p =u+(—1)u € F. De plus, le vecteur Og est aussi le vecteur nul de F : pour tout u € F, on a
u+0gp =0+ u=ucar Og est le vecteur nul de E et F c E. Ainsi, 'axiome 3 est vérifié.

Enfin, si u € F alors —u =0g + (—1)u € F par stabilité, donc 'axiome 4 est vérifié.

o Affirmation. La restriction de la loi - a F est une loi de composition externe sur F qui vérifie les
axiomes 5 a 8 de la définition définition 3.2.4.

En effet, si ve Fet A €K alors on a Av =0g+ Av € F par stabilité. Les axiomes 5 a 8 étant vérifiés
pour tous les éléments de E, ils le sont également pour tous les éléments de F puisque F c E.

Bilan. On a montré que la restriction des lois + et - a F le munissait d’'une structure de K-espace
vectoriel. O

Exemple 3.3.6. Dans R2, on considére I'’ensemble F := {(x, Y)E R? |2x— y= 0}. Montrons que F est
un sous-espace vectoriel de R?. Premiérement, il est non vide car le vecteur nul (0,0) appartient
a F. Deuxiemement, montrons que F est stable par combinaisons linéaires. Soit A € R, et soient
u:=(x,y)e Fetv:=(x",y") € F, c'est-a-dire tels que 2x—y = 0 et 2x’—y' = 0. Montrons que u+Av € F.
Puisque u+Av = (x+Ax’,y+1y’), on calcule :

2x+Ax) = (y+ Ay =2x+2Ax —y- Ay = 2x-y) + A2x' - y) = 0.
——r ——
=0 =0
Ainsi, u+ Av vérifie I'équation définissant F, donc u+ Av € F. Par conséquent, F est un sous-espace
vectoriel de R?. Géométriquement, F est une droite passant par I'origine du repeére. <

y
3

-3
Remarque 3.3.7. Plus généralement, les droites et les plans passant par I'origine du repére sont des

s.e.v. de I'espace R3. En revanche, s'ils ne passent pas par l'origine, ce ne sont pas des s.e.v. puisqu’ils
ne contiennent pas le vecteur nul (0,0, 0). <
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Exemple 3.3.8. Soit E = & (I,R) 'espace vectoriel des fonctions définie sur un intervalle ouvert I,
alors 'ensemble F := €°(I,R) des fonctions continues sur I a valeurs réelles est un sous-espace
vectoriel de E. En effet, il est non vide et il est stable par combinaisons linéaires car les sommes de
fonctions continues sont continues, et la multiplication d'une fonction continue par une constante
est une fonction continue.

On vérifie de méme que 6*(I,R), I'ensemble des fonctions k fois dérivables de dérivée k-ieéme
continue, est un s.e.v. de E. <

3.3.b Intersection de sous-espaces

Proposition 3.3.9. Pour tous sous-espaces vectoriels F et G de E, leur intersection FNG est un sous-
espace vectoriel. <

Démonstration. 11 suffit de vérifier les deux conditions du théoréme 3.3.4. Premiérement, on a Og €
FnGcarOg € F et 0g € G, donc 'ensemble F N G est non vide. Deuxiémement, montrons que FNG
est stable par combinaisons linéaires. Soient u, v € FN G et A € [K. Puisque F est un s.e.v. de E, il est
stable par combinaisons linéaires, donc u+Av € F. Par le méme raisonnement, on a aussi u+Av € G,
donc u+ Av e FnG. Par conséquent, FN G est un s.e.v. de E. O

Remarque 3.3.10. Ce résultat est valable plus généralement pour des familles quelconques de sous-
espaces vectoriels : si (F;);es est une famille de sous-espace vectoriels indexée par un ensemble non
vide I, alors ;e F; est un sous-espace vectoriel. <

Exemple 3.3.11. On considere un systeme linéaire homogeéne :

a1'1x1+a1,2xz+---+a1,nxn:0

(/12,1)61+612,2x2+"'+6l2,nxn=0

(S)
Ap1 X1+ Ap2 X2+ -+ appnXn=0.
Soit F I'ensemble des solutions de (S). Alors F est I'intersection de Fy, ..., F, ou :
Fi={(x1,...,xn) €K™ | @1 X1 + -+ + @i p Xp = 0}
On vérifie facilement® que les F; sont des s.e.v. de K", donc F est un s.e.v. de K". <

3.3.c Sous-espace engendré par une partie

En géométrie euclidienne, on a vu qu'une droite est dirigée par un vecteur non nul et qu’'un plan est
dirigé par deux vecteurs non colinéaires. Plus généralement, on peut s'intéresser aux sous-espaces
engendrés par une famille de vecteurs.

Définition 3.3.12. Soient vy,...,v, des vecteurs. On dit qu'un vecteur u est une combinaison li-
néaire de vy,..., vy s'il existe des scalaires Ay,..., 1) tels que :

u=Mvi+--+Apvp.
On note Vect(vy,..., vp) 'ensemble de toutes les combinaisons linéaires de vy, ..., vp :
Vect(vy,..., Up) = {Mv1+---+ Apvp: (Ar,..., Ap) e KPL

Proposition 3.3.13. Pour tous vecteurs vy,..., Uy, 'ensemble Vect(vy, ..., v,) est un sous-espace vec-
toriel de E appelé€ le sous-espace vectoriel engendré par v, ..., vp. <

3. on peut le démontrer avec le théoréme 3.3.4, mais on verra une autre facon au chapitre 4.
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u Vect(u) Og (’

Og Vect(u, v) v

Figure 3.7 — Droite vectorielle et plan vectoriel.

Démonstration. Soient vy, ..., v, € E et notons F := Vect(vy, ..., vp). On vérifie les deux conditions
du théoreme 3.3.4 :

1. F est non vide car il contient le vecteur nul : Og =0vy +---+0v, € F.

2. F est stable par combinaisons linéaires : soient u := Zle Aivie Fetu = Zf.’:l /1;. v; € F, et soit
pelk, alorsona:

P p p
utpu' =Y Aivi+p) Avi=> Ai+pr)v; e

i=1 i=1 i=1

Par conséquent, F est un s.e.v. de E. O

Remarque 3.3.14. Plus généralement, si A est une partie de E, on note Vect(A) le plus petit sous-
espace vectoriel de E qui contient A :

Vect(A)= () FE

F s.ewv.
AcF

Ce sous-espace est appelé le sous-espace vectoriel engendré par A. Si F est un sous-espace vectoriel
de E et si Ac F, alors on a Vect(A) c F. <

Exemple 3.3.15.

1. Soit u € E, alors le s.e.v. engendré par u est 'ensemble des vecteurs colinéaires a u :
Vect(u) == {Au: A eK}.

On le note également Ku. Si u # Og, le s.e.v. Ku est appelé une droite vectorielle de E, voir
figure 3.7.

2. Soient u, v € E. Le sous-espace engendré par u et v est :
Vect(u, v) = {Au+pv: A, e [Kz}.

Si u et v ne sont pas colinéaires, alors Vect(u, v) est appelé un plan vectoriel de E, voir fi-
gure 3.7. <

Proposition 3.3.16. Pour tous vecteurs vy,..., Up, Up+1, Si Up11 € Vect(vy, ..., vp) alorson a:
Vect(vy,..., vp, Vp+1) = Vect(vy, ..., Up). <

Démonstration. Soient vy, ..., Vp, Vp41 des vecteurs de E tels que vy € Vect(vy,...,Vp). On a tou-
jours Vect(vy, ..., vp) < Vect(vy, ..., Uy, Vp+1), montrons I'inclusion réciproque. Par hypothése, on a
linclusion {vy,..., vp, vp+1} © Vect(vy, ..., vp), donc Vect(vy, ..., vp, Ups1) < Vect(vy, ..., vp) d’apres la
remarque précédente. Par conséquent, Vect(v,..., Up, Up+1) = Vect(vy,..., Up). O
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3.4 Familles de vecteurs

3.4.a Familles génératrices

Définition 3.4.1. On dit qu'une famille ¢ de vecteurs est une famille génératrice de E si tout vec-
teur de E peut s’écrire comme une combinaison linéaire de vecteurs de 4.

Exemple 3.4.2. Dans IRZ, soient vy := (1,2), v :=(0,1) et v3 :=(—1,1). Alors ¢ = (v, 12, V3) est une
famille génératrice de R?. En effet, pour tout (x,y) € R? ona:

( )= 1 1 {11 —A3=x
X)) = A1+ A + A3v3 <—
Y 11 2V2 +A3U3 2A1 + A+ Ag = y
{/11 - A3=x
f g
A+3A3=y—-x. Lr—IL-2L

Ce systéme échelonné est compatible, donc tout vecteur de R? s'écrit comme une combinaison
linéaire de vy, vy, v3. Par conséquent, la famille (v1, vy, v3) est génératrice de R2.

Notons que le systeme admet une infinité de solutions, donc I’écriture d'un vecteur comme combi-
naison linéaire de vy, v, v3 n'est pas unique. <

Définition 3.4.3. Si E admet une famille génératrice finie, on dit que E est de dimension finie. Dans
le cas contraire, on dit que E est de dimension infinie.

Exemple 3.4.4. L'espace K" est de dimension finie, car les vecteurs e; = (1,0,...,0), e; == (0,1,0...,0),
..., e =(0,...,0,1) forment une famille génératrice finie. En revanche, 'espace KN des suites a va-
leurs dans K ou l'espace & (I,KK) des fonctions définies sur un intervalle I sont de dimension infinie
(on le justifiera plus tard). f <

3.4.b Familles libres et familles liées

Dans 'exemple 3.4.2, on voit qu’il y a pas forcément unicité de I'écriture d'un vecteur comme com-
binaison linéaire des éléments d'une famille génératrice. Dans cet exemple, la raison est que les
vecteurs v, V2, v3 sont coplanaires : il est possible d’exprimer 'un en fonction des deux autres, par
exemple v3 = 3v, — v;. Par conséquent, dans une écriture A, v; + A2 v2 + A3v3, on peut remplacer vs
par son expression en fonction de v; et v, pour obtenir :

/111)1 +/12U2+/13U3 2/11121 +/12U2+/13(3U2— Ul)
= (A1 =A3)v1 + (A2 +3A3) 12
=1 Ajv1 + A vz + 0vs.

Le fait que les générateurs soient coplanaires empéchent I'unicité de la décomposition, car I'un des
générateurs est redondant : v; et v, suffisent déja pour engendré R?, 'ajout de v3 donne un degré
de liberté dans la facon de décomposer un vecteur de R?.

On peut généraliser cette remarque a des familles génératrices ¢ quelconque : si 'un des géné-
rateurs peut s’exprimer a partir des autres, 1'écriture d'un vecteur comme combinaison linéaire
d’éléments de ¢ n’est pas unique. Lorsqu'un vecteur d'une famille s’écrit comme une combinai-
son linéaire des autres, on dit que la famille est liée. Cette notion généralise les notions de vecteurs
colinéaires et de vecteurs coplanaires.

Définition 3.4.5. On dit qu'une famille (v,...,v,) de vecteurs de E est une liée si 'un des vecteurs
de la famille peut s’écrire comme une combinaison linéaire des autres :

di € [1, pl, v; € Vect(vy, ..., Vi-1, Vit1,..., Up).
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Cette définition n'est cependant pas pratique, car elle demande de vérifier pour chaque vecteur s’il
est combinaison linéaire des autres. La proposition suivante fournit une caractérisation des familles
liées plus utile en pratique.

Proposition 3.4.6. Une famille (vy,...,vp) est liée si et seulement si il existe une combinaison li-
néaire nulle de vy,..., v, dont les coefficients ne sont pas tous nuls :

(V1,...,vp) estliée <= I(Ay,...,4,) eKP\{(0,...,00}, Ayv1+---+A,vp,=0g.
Une telle combinaison est appelée une relation de liaison entre les vecteurs vy,..., vp. <

Remarque 3.4.7. Dire que les 1; ne sont pas tous nuls ne signifie pas qu’ils sont tous non nuls, ¢a
signifie qu’au moins 'un d’eux est non nul. <

Démonstration. Soient vy,...,v), € E. On procéde par double implication :
(=) Supposons que (vy,...,V)) est liée. Alors il existe i € [1,p] et Ay,...,1;-1,Ai41,...,Ap €K tels
que v; = v1+--+ A1 Vi1 + Ajp1Vip1 + -+ Apvp. Ona alors :

Movi+-+ v+ Do+ A vig +--+ A0, = 0p.
Ainsi, il existe une combinaison linéaire nulle de vy,...,v, dont les coefficients ne sont pas tous
nuls.

( <) Réciproquement, supposons qu’il existe des scalaires A1,...,A1, € K non tous nuls tels que
A +---+Apvp =0g. Soit i € [1, p] tel que A; #0. Alorson a :

-A —Ai-1 —Ais1 —Ap
v; = v+t Vi1 + Vig1 + + ——Up.
Ai Ai Ai A P
Le vecteur v; s’écrit comme une combinaison linéaire des autres. O

Remarque 3.4.8.
1. Toute famille contenant le vecteur nul est liée.
2. Une famille constituée d'un seul vecteur u est liée si et seulement si © = 0g.
3. Une famille de deux vecteurs (u, v) est liée si et seulement u et v sont colinéaires.
4

. Une famille de trois vecteurs (u, v, w) est liée si et seulement si u, v et w sont coplanaires. <«

On définit qu'une famille de vecteurs est libre si elle n’est pas liée. En prenant les négations dans la
proposition 3.4.6, on obtient :

(U1,...,vp) estlibre &= Y(A4,...,4,) eKP\{(0,...,0)}, Ayv1+---+Apv, #0g
= YA, Ap €K, (A1,..,Ap) #(0,...,0) = vy +---+Apvp #0p.

En prenant la contraposée de la derniére implication, on obtient la définition de famille libre qu'on
utilise en pratique.

Définition 3.4.9. On dit qu'une famille (vy,...,vy) de vecteurs de E est une famille libre si elle n’est
pas liée, c’est-a-dire si :

V/ll,...,APE[K, /11U1+"'+/1pl)p =0 = A1 =1, ="':Ap =0.
On dit aussi que les vecteurs vy,..., v, sont linéairement indépendants.

Pour montrer qu’une famille (v1,..., vp) est libre ou liée, on résout I'équation vectorielle :
A +"'+/1pl/p =0g,

d’inconnues A1,...,1, € K (si E=K", c’est un systéme linéaire de n équations a p inconnues) :
p
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* sil'unique solution est (A1,...,A,) = (0,...,0), alors la famille est libre;

* si I'équation admet des solutions (A1,...,4,) # (0,...,0), alors la famille est liée et on obtient
au passage les relations de liaison entre les vecteurs de la famille.

Exemple 3.4.10. Dans R?, soient v; := (1,1,0,2), v»:= (1,2,-2,1) et v3:= (2,0,—1,1). Cherchons si v,
v, et v sont libres. Pour 11,142,143 € R, on résout :
M+ Ap+213=0
A1 +2A, =0
—2A2— A3=0
201+ A+ A3=0
A+ Ap+223=0
Ao —=2A3=0 Ly —Ir-1;
21— A3=0
— A2—=3A3=0 L4—L4-2IL;
AM+A2+2A3=0
A2 —213=0
—5A3=0 L3—L3+2L,

v+ 200+ A303 =0 <= <

—5A3=0 Ly—Ls+1Lo
— 11:/12=/13=0.

Par conséquent, la famille (v, v», v3) est libre. <

Exemple 3.4.11. Dans R3, soient v; :=(1,2,—-1), v2:=(0,1,-1) et v3:= (—1,1,—2). Cherchons si vy, v»
et v3 sont libres. Pour A;,A5,13 € R, on résout :

. - A3=0
M1+ A+ A3v3=0ps <= < 241+ A2+ A3=0
—A1—=A2-213=0
o - A3=0
= Ao +3A3=0 Lp—1Ly-2L;
—A2—=3A3=0 IL3—1IL3+I;
{/11 - 13=0
—
A2 +3A3=0.

Le systeme est homogene de rang 2 et posséde 3 inconnues, donc il admet des solutions (une
infinité). Par conséquent, la famille (v, 2, v3) est liée. Les solutions du systéme sont 1; = A3 et
A2 = =313 avec A3 € R une variable libre. En prenant A3 = 1 par exemple, on obtient la relation de
liaison :

v1—31v+ur3= O[Rs.

Dans ce cas, toutes les relations de liaison entre vy, v2, v3 sont proportionnelles a celles-ci. <

Exemple 3.4.12. Dans E := % (R,R), on considere la famille (cos,sin). Montrons que c’est une famille
libre. Soient A, u € R tels que Acos+pusin = 0g, c’est-a-dire :

VxeR, Acos(x)+ usin(x)=0.

En prenant x = 0, on obtient A =0, et pour x = %, on a p = 0. Par conséquent, les fonctions cos et
sin sont linéairement indépendantes. <
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Proposition 3.4.13. Pour tous vecteurs vy, ..., v, de E, la famille (vy,..., v,) est libre si et seulement
si la décomposition de tout vecteur de Vect(vy,..., vp) sur les vecteurs vy, ..., v, est unique. <

Démonstration. Soient vy,...,vp € E. On procede par double implication :
(=) Supposons que la famille (vy,...,vp) est libre. Soit u € Vect(vy,..., vp), et soient deux familles
de scalaires (11,...,Ap) € KP et (uy,...,up) € KP telles que :

U=Mvi+-+Apvp = v+ +Apvp.

Alors (A1 — p1)vy + -+ (Ap — up)vp = Op. Puisque la famille est libre, les coefficients de cette combi-
naison sont tous nuls, donc on a A; = y; pour tout i € [1, p]. Par conséquent, la décomposition de u
sur les vecteurs vy, ..., vp est unique.

(<) Supposons que la décomposition de tout vecteur de Vect(vy, ..., vp) sur les vecteurs vy,..., vy
est unique. Soient A4,...,4, € K tels que :

/11U1+"'+/1pl/p:05.

Le vecteur nul s’écrit aussi Og = Ovy +--- +0vp, donc par unicité de la décomposition, tous les A;
doivent étre nuls. Ainsi, on a montré que la seule combinaison linéaire nulle des vy,..., v, est celle
dont tous les coefficients sont nuls. Par conséquent, la famille est libre. O

La proposition suivante donne une condition nécessaire et suffisante pour pouvoir ajouter un vec-
teur a une famille libre de facon a obtenir une famille encore libre.

Proposition 3.4.14. Soit (vy,..., vp) une famille libre et soit u € E. Alors :
(v1,..., Vp, u) estlibre < u ¢ Vect(vy,...,vp). <

Démonstration. On procede par double implication.

(=) Si (vy,...,vp,u) est libre, alors aucun vecteur de la famille n’est combinaison linéaire des
autres, donc en particulier u ¢ Vect(vy, ..., vp).

(<) Supposons que u ¢ Vect(vy, ..., vp). Soient Ay,...,A,, A €K tels que :

/11v1+---+ﬂtpvp+/lu=05.

Alors on a nécessairement A = 0 (sinon, u serait combinaison linéaire des vy,..., vy, contradiction).
Ainsi, Ajvy + -+ A,v), = 0g. Puisque la famille (vy,...,v)) est libre, alors tous les A; sont nuls. Par
conséquent, la famille (vy,..., vy, u) est libre. O

3.4.c Base d’'un espace vectoriel

Définition 3.4.15. Une famille de vecteurs de E qui est a la fois libre et génératrice est appelée une
base de E.

Théoreme 3.4.16. Une famille 4 = (vy,..., v;) est une base de E si et seulement si tout vecteur de
E s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire des v; :

YueE, 3'A1,...,A0€eK”, u=Av1+---+A,0,.
Les nombres Ay,..., A, sont appelés les coordonnées de u dans la base 2.

Démonstration. Lexistence de la décomposition est équivalente au fait que la famille est génératrice
et 'unicité est équivalente au fait que la famille est libre. O

57



Remarque 3.4.17. Les coordonnées 1,...,1, d'un vecteur u dans une base 98 s’écrivent en général
en colonne :

M M
ou
An An
Cette notation sera utilisée en calcul matriciel, voir cours d’algébre linéaire 2. <

Remarque 3.4.18. Les coordonnées d’un vecteur dépendent de la base choisie. Par exemple dans R?,
considérons les vecteurs e; := (1,0), e := (0,1), u:=(1,1) et v:=(2,1). On admet que B = (e, e2) et
% := (u, e2) sont des bases de R? (le montrer!). Cherchons les coordonnées de v dans ces bases :

* dans la base %, on a v =2e; + le, donc les coordonnées de v sont (3).

e dans la base €, on a v =2u+ (—1)e; donc les coordonnées de v sont ( 2 ). <

Exemple 3.4.19. Dans K", notons e; le vecteur dont la i-eme composante est 1 et les autres sont 0,
c’est-a-dire :

e; =(1,0,...,0), e»:=(0,1,0,...,0), ..., ep:=(0,...,0,1).
La famille (e, es,..., e,) est une base de K" appelée la base canonique de [K". En effet, tout vecteur
x:=(x1,...,Xx,) € K" §’écrit de maniére unique comme :

XxX=x1e1+:-+xp€y.
Les coordonnées d'un vecteur dans cette base sont ses composantes. <

Exemple 3.4.20. La famille (1,i) est une base de C en tant qu’espace vectoriel sur R. En effet, tout
nombre complexe z s’écrit de maniere unique comme z = a+ib avec a, b € R. Les coordonnées d'un
nombre complexe dans cette base sont sa partie réelle et sa partie imaginaire. <

Exemple 3.4.21. Dans R*, soit F:= {(x,y,7,1) € R*|2x - y+ z+ 31 =0}. Soit u := (x,y,z, 1) € R*, alors
ona:

UEF < 2x—y+2z+3t=0
— y=2x+2z+3t
— u=(x,2x+z+3t,z,1t)
<~ u=(x,2x,0,0)+(0,z,2,0)+(0,3%,0, 1)
~— u=1x(1,2,0,0)+2(0,1,1,0) + £(0,3,0,1).

Par conséquent, les vecteurs v; := (1,2,0,0), v» := (0,1,1,0) et v3 := (0,3,0,1) forment une famille
génératrice de F. Vérifions qu'ils sont libres. Pour tous 1;,12,13 €R, on a:

A1 =0
21+ A2+3A3=0
/11/1+/12U2+A303:0R4@ — A1 =A,=A3=0.
Ao =0
A3 =0.
Ainsi, la famille (v, v», v3) est libre et génératrice, donc c’est une base de F. <
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3.5 Théorie de la dimension

Dans cette section, on souhaite définir ce qu’est la dimension d'un espace vectoriel. Prenons des
exemples géométriques qu’'on connait bien : les droites et les plans. Intuitivement, une droite est de
dimension 1 et un plan est de dimension 2. Une raison est la suivante : une base d’'une droite sera
formée d'un vecteur tandis qu'une base d'un plan contiendra deux vecteurs. L'idée est de définir
plus généralement la dimension d'un espace vectoriel E comme le nombre de vecteurs d’'une base
de E. Pour que cette définition ait un sens, il faut vérifier deux choses :

1. qu'un espace vectoriel E de dimension finie possede toujours des bases;

2. que toutes les bases de E aient le méme nombre d’éléments.

3.5.a Existence de bases

Dans cette sous-section, on va voir qu'un espace vectoriel de dimension finie admet toujours une
base. De plus, en partant d’'une famille libre et d’'une famille génératrice, il est toujours possible
de construire une base en complétant la famille libre avec des vecteurs de la famille génératrice.
La démonstration de ce résultat repose sur le lemme suivant qui permet de majorer la taille d'une
famille libre par la taille d’'une famille génératrice.

Lemme 3.5.1. Si E possede une famille génératrice de n vecteurs, alors toute famille comportant
strictement plus de n vecteurs est liée. <

Remarque 3.5.2. Par contraposée, si E possede une famille génératrice de n vecteurs, alors toute
famille libre possede au plus n vecteurs. Une conséquence de ce lemme est que pour montrer qu'un
espace vectoriel est de dimension infinie, il suffit de trouver des familles libres de tailles arbitraires.
C’est ainsi qu'on montre que les espaces KN et % (I,K) sont de dimension infinie. <

Démonstration. On procede par récurrence sur n. Soit H, la proposition : « si un espace vectoriel
est engendré par n vecteurs, alors toute famille comportant strictement plus de n vecteurs est liée ».

« Initialisation n =1 : si E est engendré par un vecteur u, alors tous les vecteurs de E sont colinéaires
a u. Par conséquent, toute famille comportant deux vecteurs ou plus est liée.

» Hérédité : soit n = 2 tel que H,_; est vraie; démontrons H,,. Soit (g1,..., gn) une famille génératrice
de n vecteurs et soit (vy,...,vp) une famille de p vecteurs avec p > n. On écrit chaque vecteur v;
comme une combinaison linéaire des vecteurs g; :

vi=A181+ +A1n8n
Vo=A2181+ +A2n8n

Up = Ap,l 81 +"'+/lp,ngn-

Si vy = O, alors la famille est liée. Sinon, I'un des vecteurs A, ;g; est non nul. Quitte a renuméroter
les vecteurs, supposons que A;;81 # 0. On utilise le vecteur v; pour éliminer g; dans la décom-
position des autres vecteurs : pour chaque i € [2, p], on pose w; = v; — % v;. Ainsi, wo,..., wp sont
des vecteurs de F :=Vect(gy,...,&n).

Le s.e.v. F est engendré par n— 1 vecteurs. Puisque p—1> n—1, la famille (w, ..., w),) de F possede
strictement plus de n — 1 vecteurs, donc elle est liée par hypothése de récurrence. Par conséquent,
il existes des scalaires iy, ..., 4, non tous nuls tels que :

p2w2+---+ppwp =0g,
c’est-a-dire :

2,1 Ap,l
ug(vg— —vl) +---+,up(vp—/1—v1) =0g.
11
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En développant, on obtient une combinaison linéaire nulle de v4,...,v, dont I'un des coefficients
est non nul. Par conséquent, la famille (vy,...,v)y) est liée.

Par le principe de récurrence, H,, est vraie pour tout = 1. O

Théoreme 3.5.3 (de la base incomplete). Si E est non nul et de dimension finie, alors pour toute fa-
mille génératrice ¢ de E et pour toute famille libre £ de E, on peut compléter £ avec des vecteurs
de ¢ de maniere a former une base de E.

Démonstration. Supposons que E # {0g}. Soient £ une famille libre de E et soit ¢ une famille gé-
nératrice. On ajoute séquentiellement des vecteurs de ¢ a la famille £ jusqu’a former une base, en
utilisant la procédure suivante.
¢ On initialise % := Z.
e Pour chaque i=0:
— si Z; est génératrice, alors c’est une base de E. On arréte la procédure et le théoréeme est
démontré.
— sinon, il existe un vecteur u € ¢4 qui n'appartient pas a au s.e.v. engendré par les vec-
teurs de %; (sinon %; serait génératrice, ce qui est exclu). Notons %Z;,; la famille Z;
augmentée du vecteurs u. Cette famille est encore libre car &£; est libre et u n'est pas
combinaison linéaire des vecteurs de %; (proposition 3.4.14).

On construit ainsi une suite de familles libres dont la longueur croit strictement et qui s’arréte dés
qu’on a obtenu une base. Il reste a montrer que cette suite s’arréte nécessairement. Puisque E pos-
sede une famille génératrice finie, la taille d'une famille libre est majorée d’apres le lemme 3.5.1,
donc la suite de familles libres ne peut pas croitre indéfiniment. O

Corollaire 3.5.4. Si E est non nul et de dimension finie, alors :
(i) toute famille libre de E peut étre complétée en une base de E.

(ii) on peut extraire une base de toute famille génératrice de E. <

Remarque 3.5.5.

1. Tout espace vectoriel non nul de dimension fini admet une base : il suffit de considérer un
vecteur non nul (qui existe par hypothése), celui-ci forme une famille libre qu'on compléte
en une base grace a (i).

2. L'énoncé (ii) est aussi appelé théoréme de la base extraite. <

Démonstration. Supposons que E # {Og}.

(i) Soit £ une famille libre. On applique le théoréme 3.5.3 avec n'importe quelle famille génératrice
pour compléter £ en une base de E.

(ii) Soit ¢ une famille génératrice de E et soit u # O un vecteur de ¢. Alors u forme une famille
libre de E. On applique le théoréeme 3.5.3 pour compléter cette famille en une base de E avec des
vecteurs de 4. On obtient ainsi une base de E formée de vecteurs de 4. O

3.5.b Dimension d’un espace vectoriel

Théoreme 3.5.6 (théoreme de la dimension). Si E est de dimension finie, alors toutes les bases de
E ont le méme nombre de vecteurs. Ce nombre est appelé la dimension de E sur K et on le note
dimg (E), ou simplement dim(E) s’il n’y a pas d’ambiguité. Par convention, I'espace nul {0} est de
dimension 0.

Démonstration. Soient % et %' des bases de E de longueurs respectives n et n’. La base 98’ est une
famille génératrice de n’ vecteurs, donc d’apres le lemme 3.5.1 le nombre de vecteurs de 98 ne peut
pas dépasser n/, sinon 2 serait une famille liée. Par conséquent, on a n < n’. En inversant les roles
de % et %', on obtient I'inégalité contraire n’' < n, donc n=n'. O
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Définition 3.5.7. Supposons que E est de dimension finie 7. Soit F un sous-espace vectoriel de E.
e Si dim(F) =1, on dit que F est une droite vectorielle de E.
e Si dim(F) =2, on dit que F est un plan vectoriel de E.
e Si dim(F) = n—1, on dit que F est un hyperplan vectoriel de E.

Exemple 3.5.8. Dans R%, soit F := {(x, Y2z, b€ R* | 2x—y+z+3t= 0}. On a vu dans I'exemple 3.4.21

que les vecteurs (1,2,0,0), (0,1,1,0) et (0,3,0,1) forment une base de F, donc dim(F) = 3. Le sous-
espace F est un hyperplan vectoriel de R*. <

Remarque 3.5.9. La dimension dépend du corps K. Par exemple, 'ensemble C considéré comme
un R-espace vectoriel admet pour base (1,i), donc dimg(C) = 2. Mais si on considere C comme un
C-espace vectoriel, alors dim¢(C) = 1 (puisque dim¢ (C") = n). <
Corollaire 3.5.10. Supposons que E est de dimension finie #.

(i) Toute famille libre a au plus n éléments. Si une famille libre posséde n éléments, alors c’est
une base de E.

(ii) Toute famille génératrice a au moins n éléments. Si une famille génératrice posseéde n élé-
ments, c’est une base de E.

(iii) Une famille de n vecteurs est une base si et seulement si elle est libre, si et seulement si elle
est génératrice. <

Ce corollaire est tres utile pour montrer qu'une famille de vecteurs est une base lorsqu’on connait
déja la dimension d'un espace vectoriel : il suffit de vérifier que la famille est libre et qu’elle contient
autant de vecteurs que la dimension.

Démonstration.

(i) La base 2 est un famille génératrice de n vecteurs, donc toute famille libre possede au plus n
éléments d’apres le lemme 3.5.1. Si une famille libre possede exactement n éléments, alors on peut
la compléter en une base de E. Or, une base possede n éléments par définition de la dimension,
donc cette base est la famille libre elle-méme.

(ii) S’il existait une famille génératrice de strictement moins de »n éléments, alors on pourrait en
extraire une base comportant strictement moins de n éléments; absurde! Par conséquent, toute
famille génératrice de E possede au moins n éléments. Si elle posséde exactement n éléments, on
peut en extraire une base. Or, une base posséde n éléments par définition de la dimension, donc
cette base est la famille génératrice elle-méme.

(iii) C’est une conséquence de (i) et (ii). O
Exemple 3.5.11. Montrons que les vecteurs v; = (1,2) et v» := (—1,1) forment une base de R2. On

sait que dim(R?) = 2, donc il suffit de montrer que la famille 2 := (v}, v») est libre. Pour tous A, p € R,
ona:

A-pu=0 A= pu=0
H @{ H = A=u=0.

2A+pu=0 3u=0 Lp—Ly-2I

Par conséquent, la famille 2 est une base de R?. Cherchons les coordonnées du vecteur u := (3,3)
dans cette base :

Avy + pvr =0pz — {

A-pu=3
u:Am+pw<:»{
2A+pu=3
{A— u=3
—
SH:—S Ly —Lyx—211
{AZ 2
—
u=-1
Ainsi, u =2v; — v5, donc les coordonnées de u dans la base 98 sont ( 2 ) (cf. figure 3.8). <
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Figure 3.8 — Vecteurs de 'exemple 3.5.11.

Proposition 3.5.12. Supposons que E est de dimension finie. Soit F un sous-espace vectoriel de E,
alors :

(i) F est aussi de dimension finie et dim(F) < dim(E).
(i) dim(E) =dim(F) < E=F. <

Pour montrer que deux sous-espaces F et G vectoriels sont égaux, on peut employer la stratégie
suivante : on montre d’abord que F c G, puis on montre que dim(F) = dim(G), et la proposition
précédente permet de conclure que F = G.

Démonstration. Soit F un s.e.v. de E.

() Si F ={0g}, il n'y a rien a montrer. Sinon, soit A € N* I'ensemble des tailles des familles libres
de F. Alors A est une partie non vide de N* car F # {0z}, et majorée par dim(E). Par conséquent, A
admet un élément maximal n < dim(E).

Soit (vy,...,v,) une famille libre maximale de F. Montrons qu’elle est aussi génératrice de F. Soit
u € F, alors la famille (vy,...,v,, u) est liée car c’est une famille de vecteurs de F de plus de n élé-
ments. Par conséquent, il existe des scalaires 1,,...,4,,1 € K non tous nuls tels que :

n
ZA,‘U,’+/1MZOE.

i=1

On a nécessairement A # 0. En effet, si A était nul, alors on aurait une combinaison linéaire nulle
de vy,...,v,. Cette famille étant libre, tous les A; seraient nuls, et la famille (vy,..., v,, u) serait libre;
contradiction. Puisque A # 0, on peut écrire u = Z?zl _T/l’ v;. Par conséquent, tout vecteur de F s’écrit
comme une combinaison linéaire de v,...,v,, c’est donc une famille génératrice de F. Ainsi, F est

de dimension finie et dim(F) = n < dim(E).

(ii) Seule I'implication « = » est a démontrer. Supposons que dim(F) = dim(E). Si dim(E) =0, alors
E = F = {0g}. Sinon, considérons 28 une base de F. Alors 2 est une famille libre de E de cardinal
dim(E), donc c’est aussi une base de E d’apres le corollaire 3.5.10. Par conséquent, 28 est une famille
génératrice de E, d’olt F =Vect(%) =E. O
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3.6 Sommes de sous-espaces, sommes directes et supplémentaires

3.6.a Sommes de sous-espaces

Si F et G sont des s.e.v. de E, on a vu que leur intersection est un s.e.v. de E. En revanche, leur
réunion FUG n’est pas un s.e.v. en général. Par exemple, si F = {(x,0): xR} et G:={(0,): y € R},
alors F et G sont des s.e.v. de R? (ce sont des droites vectorielles) mais leur réunion n’est pas stable
par addition : on a (1,00e FuG et (0,1) € FU G mais (1,0)+ (0,1) =(1,1) ¢ FUG.

G
(0,1) f (1,1) ¢ FUG
0,0) (T, 0) F

Ala place, on peut chercher le plus petit s.e.v. qui contienne FUG, c’est-a-dire le s.e.v. engendré par
FuUQG. Un tel s.e.v. doit contenir F et G, ainsi que toutes les sommes de vecteurs de F et de G.

Définition 3.6.1. Soit F et G des sous-espaces vectoriels de E. Lensemble des sommes u+v ot u € F
et v € G est appelé la somme de F et G, et on le note F+G :

F+G={u+v:ueFetveG}.

Proposition 3.6.2. Pour tous sous-espaces vectoriels F et G,on a :
(i) F+ G est un sous-espace vectoriel de E.
(i) F+ G =Vect(FuUG). <

Démonstration. Le point (i) se démontre en vérifiant les deux conditions du théoréme 3.3.4 (exer-
cice!). Pour démontrer (ii), on procede par double inclusion :

(<) Soit u € F+G, alors il existe v € F et w € G tels que u = v+w. Or, F c Vect(FUG) et G < Vect(FUG),
donc v et w appartiennent a Vect(FUG). Puisque Vect(FUG) est un s.e.v,, il est stable pour I’addition
vectoriel, donc v + w € Vect(F U G). Ainsi, on a montré que F + G c Vect(FUG).

(@ OnaFcF+G(eneffet,siue F,alorsu=u+0ge F+G) et Gc F+ G, donc FUG c F + G. Ainsi,
F + G est un s.e.v. qui contient F U G, donc par définition il contient le s.e.v. engendré par Fu G. Par
conséquent, Vect(FUG) c F+G.

On conclut que F + G =Vect(FuU G). O

Proposition 3.6.3. Soient F et G des s.e.v. de E. Si ¢ est une famille génératrice de F et ¢, est une
famille génératrice de G, alors ¢4, U%, est une famille génératrice de F + G. <

\OE E
F+G \G

Figure 3.9 — Somme de sous-espaces vectoriels.
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Démonstration. Soit u€ F+G. Alors il existe v e F et w € G tel que u = v+w. Puisque F est engendré
par la famille %, il existe vy,..., v, des vecteurs de ¥4 tels que v = vy +--- + v,. De méme, il existe
wy,..., wq des vecteurs de %, tels que w = wy +--- + wg. Donc u s'écrit :

USVHW =D+ + Up+ W+ + Wy

Ainsi, on a montré que tout vecteur de F + G est une somme de vecteurs de ¥, U%,. O

3.6.b Somme directe de sous-espaces vectoriels

Définition 3.6.4. Soient F et G des sous-espaces vectoriels de E. On dit que F et G sont en somme
directe si tout vecteur de F + G s’écrit de maniere unique comme la somme d’'un vecteur de F et
d’un vecteur de G. Lorsque F et G sont en somme directe, on note F & G leur somme.

Remarque 3.6.5. Les sous-espaces vectoriels F & G et F + G sont les mémes, le symbole & donne
simplement I'information supplémentaire que la somme est directe. <

Plus généralement, des sous-espaces vectoriels Fy,..., F,, sont en somme directe s'il y a unicité de
I'écriture d'un vecteur de Fj +---+ F;, comme somme de vecteurs des F;. On peut voir ¢ca comme
une généralisation de la décomposition d'un vecteur sur une base. En effet, si (ey,...,e;) est une
base de E, alors tout vecteur de E s’écrit maniere unique comme une combinaison linéaire des e;,
c’est-a-dire comme une somme de vecteurs des droites engendrées par les e;. Par conséquent, on
a la décomposition E =Ke; @ --- @ Ke,. Une base de E correspond donc a une décomposition de E
comme une somme directe de sous-espaces de dimensions 1. Les sommes directes permettent des
décompositions plus générales, en utilisant des sous-espaces de dimensions plus grandes (voire
infinies).

Proposition 3.6.6. Pour tous sous-espaces vectoriels F et G, leur somme est directe si et seulement
si FNG ={0g}. <

Démonstration. Soient F et G des s.e.v. de E. On procede par double implication :

(=) Supposons que F et G sont en somme directe. Soit u € FN G, alors u s’écrit de deux facons
comme somme d’'un vecteur de F et d'un vecteur de G : u = u+0g et u = Og + u. Par unicité de la
décomposition, on a u = 0g. Par conséquent, FN G = {0g}.

(<) Supposons que FNG ={0g}. Soit u € F+ G et soient v,v' € F et w, w' € G tels que u=v+ w et
u=v'+w'.Alorsonav+w=v'+w', dou

eF eG

Par conséquent, v— v’ et w’' — w appartiennent 8 FN G ={0g}, donc v— v’ =0g et w' — w =0, c’est-
a-dire v = v' et w = w'. Lécriture de u comme somme d’un vecteur de F et d'un vecteur de G est
unique. O

Remarque 3.6.7. Pour les sommes directes F; @---®F), de plusieurs sous-espaces vectoriels, la carac-
térisation de la proposition 3.6.6 ne se généralise pas telle quelle : les s.e.v. Fy,..., F;, sont en somme
directe implique que F; n---N F, = {0g}, mais la réciproque est fausse si p = 3. <

Proposition 3.6.8. Pour tous sous-espaces vectoriels F et G de dimension finie, si F et G sont en
somme direct, alors la concaténation d'une base de F et d’'une base de G est une base de F& G. <«

Démonstration. Si F ou G est nul, il n'y a rien a montrer. Supposons que F et G sont non nuls,
et considérons %r = (fi,..., fp) une base de F et %B¢ = (g1,...,§4) une base de G. Montrons que
la famille 98 := (f1,..., fp, &1,-.-,84) est une base de F& G. Si u € F & G, alors u s'écrit de maniere
unique sous la forme v+ w avec v € F et w € G. De plus, v s’écrit de maniére unique comme une
combinaison linéaire de vecteurs de 9B, et w s’écrit de maniere unique comme combinaison linaire
de vecteurs de %g. Par conséquent, u s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire de
vecteurs de 98, ce qui prouve que % est une base de F & G. O
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On en déduit que la dimension d’'une somme directe de sous-espaces vectoriels est la somme des
dimensions des sous-espaces.

Corollaire 3.6.9. Pour tous sous-espaces vectoriels F et G de dimension finie, si F et G sont en
somme directe alors on a :
dim(F & G) = dim(F) + dim(G). <

Démonstration. Si F ou G est nul, la formule est triviale. Sinon, en concaténant une base de F et
une base de G, on obtient une base de F @ G, ce qui montre en comptant les vecteurs de chaque
base que dim(F & G) = dim(F) + dim(G). O

Théoréme 3.6.10 (formule de Grassmann). Pour tous sous-espaces vectoriels F et G de dimensions
finies, leur somme F + G est de dimension finie et on a la formule :

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) —dim(F N G).

Démonstration. Soient F et G des s.e.v. de E. On consideére plusieurs cas.
e Si Fc G, alors F+ G=G et FnG = F. Dans ce cas, la formule est triviale (de méme si G c F).

¢ Si FNG = {0g}, alors F et G sont en somme directe et la formule de Grassmann se réduit a 1'égalité
dim(F @ G) = dim(F) + dim(G), ce qu'on a déja montré.

e Supposons que F ¢ G, G ¢ F et FN G # {0g}. Ces hypothéses impliquent que F et G ne sont pas
nuls et que FN G est un s.e.v. strict de F et de G.

Soit Brne = (e1,...,er) une base FNG. On complete %Brng en une base B = (ey,...,er, fi1,..., fp)
de F. Ensuite, on compléte %Brn; en une base %g = (ey,...,er, &1,...,84) de G.

Montrons que 2 := (ey,..., e, fi,..., fp, &1,-.-,84) est une base de F + G. La famille 9 est génératrice
de F + G car elle contient une famille génératrice de F et une famille génératrice de G. Montrons
qu’elle est libre. On considére une combinaison linéaire nulle des vecteurs de 28 :

r p q
Zﬂiei-}-z,uifi“‘zvigi =0g.
i=1 i=1 i=1

—_—— Y= Y=
=u =V =w

Onau+v=-weG, mais aussi u+ v € F car u et v sont des vecteurs de F. Ainsi, u+v e FnG,
donc u + v est une combinaison linéaire de e,..., e, ce qui implique que les u; sont tous nuls. Par
conséquent, on a u+ w = Og. Par liberté de (ey,..., e/, g1,...,8q), les coefficients A; et v; sont tous
nuls, ce qui finit de prouver que 98 est une famille libre. Ainsi, on a montré que 98 est une base de
F + G. En comptant le nombre de vecteurs des bases %, Br, Bg et Brng, on obtient la formule de
Grassmann :

dim(F+G@ =p+qg+r=(p+1r)+(qg+r)—r=dim(F) +dim(G) —dim(F N G). O
Corollaire 3.6.11. Pour tous sous-espaces vectoriels F et G de dimensions finies, on a :
dim(F + G) < dim(F) + dim(G),
avec égalité si et seulement si F et G sont en somme directe. <

3.6.c Supplémentaires d’'un sous-espace vectoriel

Définition 3.6.12. On dit que deux sous-espaces vectoriels F et G sont supplémentaires dans E s’ils
sont en somme directe et si leur somme est égale a E, c’est-a-dire si E=F & G.
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Figure 3.10 — Un plan et une droite supplémentaires dans R3. Tout vecteur u de R® se décompose
de maniere unique comme la somme d'un vecteur du plan F et d'un vecteur de la droite G.

Des s.e.v. F et G sont supplémentaires dans E si et seulement si tout vecteur de E s’écrit de maniere
unique comme la somme d’'un vecteur de F et d’'un vecteur de G :

E=F&G < VueE, A'(v,w)eFxG, u=v+w.

En effet, I'existence d'une décomposition de tout vecteur de E comme somme d’'un vecteur de F et
d’'un vecteur de G est équivalente a dire que E = F+G, et I'unicité d'une telle décomposition signifie
que la somme est directe.

Exemple 3.6.13. Dans l'espace vectoriel & (R,R), 'ensemble 22 des fonctions paires et I’ensemble
¢ des fonctions impaires sont supplémentaires. En effet, soit f: R — R une application. Posons g et
h les applications définies sur R par :

g(x) = f(x)+f(—x)’ hx) = f(x)—f(—x)'
2 2

On vérifie facilement que g est une fonction paire, que & est une fonction impaire et que f = g+ h.

Par conséquent, on a montré que % (R,R) = &2 + .#. Enfin, montrons que la somme est directe en

calculant 22n.#. Soit f € ZZN.¥ et soit x € R, alors on a f(—x) = f(x) car f est paire et f(—x) = —f(x)

car f est impaire. Ainsi, f(x) = —f(x), donc f(x) = 0. Par conséquent f est identiquement nulle,

dou 2nS ={0zrr}. On a montré que & (R,R) =¥ & .#, donc & et .£ sont supplémentaires. <«

Théoréme 3.6.14. Si E est de dimension finie, alors tout sous-espace vectoriel F admet un supplé-
mentaire dans E.

Démonstration. Soit F un s.e.v. de E. Si F est égal a {0g} ou a E, il n'y a rien a montrer. Supposons
que F un s.e.v. propre de E. Notons n la dimension de E et p la dimension de F. Soit (vy,...,vp)
une base de F. Par le théoreme de la base incomplete, soient vp41,..., 0, des vecteurs de E tels
que (vy,..., V) est une base de E et posons S := Vect(vp+1,..., Vy). Puisque (vy,...,v,) est une base
de E, alors tout vecteur de E s’écrit de maniére unique comme la somme d’'un vecteur de F et d'un
vecteur de S, donc F et S sont supplémentaires. O

Remarque 3.6.15. Il n'y a pas unicité du supplémentaire d'un s.e.v. de E. Par exemple, si F un plan
vectoriel dans R3, alors toute droite vectorielle non contenue dans F est un supplémentaire de F. <
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Proposition 3.6.16. Supposons que E est de dimension finie. Pour tous sous-espaces vectoriels F et
G de E, les trois assertions suivantes sont équivalentes :

(i) F et G sont supplémentaires dans E.
(i) dim(E) =dim(F) +dim(G) et FN G = {0g}.
(ili) dim(E) =dim(F) +dim(G) et E=F +G. <

Démonstration. Soient F et G des s.e.v. de E.

(i) = () Si F et G sont supplémentaires, alors E = F & G donc dim(E) = dim(F) + dim(G). De plus,
F et G sont en somme directe, donc FN G = {0g}.

(ii) = (iii) D’apres la formule de Grassmann, dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F n G). Par hy-
pothese, dim(F) + dim(G) = dim(E) et dim(F N G) =0, donc dim(F + G) = dim(E). Puisque F + G est
un s.e.v. de méme dimension que E,ona F+G=E.

(iii) = (i) D’apres la formule de Grassmann, on a dim(F N G) = dim(F) + dim(G) — dim(F + G) =
dim(E) — dim(E) = 0 par hypotheése, donc FNG = {0g}. Ainsi, ona E=F+ G et FN G = {0g}, donc F
et G sont supplémentaires dans E. O

Remarque 3.6.17. Plus généralement, on a I’équivalence entre les assertions suivantes :
(i) E=F1&---&F),.
(i) E=F+---+F), et dim(E) = dim(F}) +--- + dim(Fp). <
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Chapitre 4

Applications linéaires

On considere E et F des K-espaces vectoriels.

4.1 Définition et premiers exemples

Dans ce chapitre, on s’intéresse a des applications entre espaces vectoriels qui ont la propriété d’étre
compatibles avec les opérations vectorielles : elles transforment les sommes dans I’espace de départ
en sommes dans I'espace d’arrivée, de méme pour la multiplication par un scalaire. Ces applications
sont dites linéaires et vous en avez déja croisées.

4.1.a Définition des applications linéaires

Définition 4.1.1. On dit qu’'une application f: E — F est K-linéaire si :

1. pour tous x,y€e E,ona f(x+y) = f(x)+ f(y);

2. pour tout A € K et pour tout x € E, on a f(Ax) = Af(x).
On note Zk (E, F) I'ensemble des applications K-linéaires de E dans F, ou simplement £ (E, F) s’il
n'y a pas d’ambiguité.

Remarque 4.1.2. La linéarité implique que 'image du vecteur nul de E est le vecteur nul de F. En
effet, on a f(0g) = f(0-0g) =0- f(0g) = 0r. On utilise souvent la contraposée de cette proposition :
si f(Og) #OF alors f ne peut pas étre linéaire. <
Exemple 4.1.3. Voyons quelques exemples élémentaires d’applications linéaires.

1. Les fonctions linéaires f: K — K définies pour tout x € K par f(x) := Ax, avec 1 € [, sont des
applications linéaires.

2. Lapplication identité idg: E — E définie pour tout x € E par idg(x) := x est linéaire.

3. Lapplication nulle 0 r): E — F définie pour tout x € E par 0 ¢ g, ) (x) := Of est linéaire. <«

Pour montrer qu'une application est linéaire, on pourra utiliser la caractérisation suivante qui per-
met de vérifier les deux conditions de la définition d'un seul coup.

Proposition 4.1.4. Une application f: E — F est linéaire si et seulement si pour tous x, y € E et pour
tout LeK,ona f(x+Ay) = f(x)+ Af(3). <

Démonstration. La condition est évidemment nécessaire, montrons qu’elle est suffisante. Soit f une
application de E dans F telle que :

Vx,yeE, VAelk, fx+Ay)=fx)+Af(). (%)

Montrons que f est linéaire en vérifiant les deux conditions de la définition. Premiérement, en ap-
pliquant (*) avec A =1, on obtient que pour tous x,y€ E,on a f(x+y) = f(x) + f(y).
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Deuxiemement, en appliquant () avec x=y=0g et A=-1,0ona f(0g) = f(0g) — f(0g) = Of. Ainsi,
en appliquant (*) avec x = Og, on obtient que pour tout y € E et pour tout A€ K, on a:

FAN =fOR)+Af(Y) =0+ Af(y) =Af ().
Par conséquent, f est un application linéaire. O

Définition 4.1.5 (vocabulaire sur les applications linéaires).

e Une application linéaire de E dans lui-méme est appelée un endomorphisme de E. Len-
semble des endomorphismes de E se note Z(E).

* Une application linéaire bijective est appelée un isomorphisme. S’il existe un isomorphisme
entre E et F, on dit que E et F sont isomorphes.

* Une application linéaire a valeurs scalaires est appelée une forme linéaire sur E.

Exemple 4.1.6. Lapplication f: R? — C définie pour tout (x, y) € R? par f(x, y) := x+iy est R-linéaire.
De plus, elle est bijective par existence et unicité de la forme algébrique de tout nombre complexe.
Par conséquent, f est un isomorphisme : les R—espaces vectoriels R? et C sont isomorphes. <

4.1.b Exemples d’applications linéaires

Commencons par voir a quoi ressemblent les applications linéaires entre les espaces K" et KP.

Proposition 4.1.7. Une application f: K" — K est une forme linéaire si et seulement si il existe des
scalaires ay, ..., a, € K tels que pour tout x := (xy,...,x,) € K, on ait f(x) = a1x1 +---+ anXy. <

Démonstration. Soit f € £(K",K) et soit (ey,...,e,) la base canonique de K". Pour tout i € [1, n],
posons a; := f(e;) € K. Alors pour tout (x1,...,X,) € K", on a par linéarité de f :

fx1,..o,x0) = f(x1e1+---+xpep) =x1f(e)) +--+ xnflen) =arx1 + -+ + anxy.

Réciproquement, montrons que les applications de cette forme sont linéaires en utilisant la propo-
sition 4.1.4. Soient x := (x1,...,x,) €K", y:=(y1,...,yn) eK"* et L €K, alorson a :

n n n
Fx+Ay) =) aj(xj+Ay) =) ajxj+A) ajyj=fx)+Af(y).
j=1 j=1 j=1
Par conséquent, 'application f est linéaire. O

Le lemme suivant montre qu’on peut construire une application linéaire a valeurs dans K” en com-
binant plusieurs formes linéaires dans un vecteur.

Lemme 4.1.8. Soient fi,..., fp des applications de E dans K et soit f: E — K” I'application définie
pour tout x € E par f(x) := (f1 (x),...,fp(x)). Si les application fi,..., f, sont des formes linéaires
sur E, alors f est une application linéaire. <

Démonstration. Soient x,y€ Eet AeK,ona:

Fax+AY) = (AX+AY), ..., fr(x+Ay)

= (A +AAG), - fr(0) + A1 () (linéarité des f;)
= (Ax)sees [y )+ AL (D) s [ (1)
=f)+Af(y).
D’apres la proposition 4.1.4, f est linéaire. O
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Exemple 4.1.9. Lapplication f: R?> — R3 définie par f(x, y) := (2x—y, x+¥, —x) est linéaire. En effet,
les applications fi(x,y) :=2x—y, fo(x,¥) == x+ y et f3(x,y) = —x sont des formes linéaires sur R?,
donc f est une application linéaire. <

Proposition 4.1.10. Toute application f: K" — K” définie pour tout x := (xy,...,x,) e K" par:

n n n
fx) = Z a,jxj, Z az,jXj,..., Z ap,iXj |
j=1 j=1 j=1

avec a;, j € K pour tous i € [1, p] et j € [1, n], est une application linéaire. <

Remarque 4.1.11. La réciproque est vraie : les applications linéaires de K" dans K” sont toutes de
cette forme, voir le cours d’algebre linéaire 2. <

Démonstration. On peut le vérifier avec la proposition 4.1.4, mais on va plutét utiliser la proposi-
tion 4.1.7 et le lemme 4.1.8. En effet, I'application f est de la forme f(x) = (f1 (x),...,fp(x)) avec
fi(x) = aj1x1 +--- + a; nxn. Les applications f; sont des formes linéaires sur K”, donc f est une
application linéaire. O

Enfin, voyons des exemples d’applications linéaires sur des espaces vectoriels de fonctions.

Exemple 4.1.12. Soit I un intervalle ouvert de R, soit E := €¢1(I,R) I’espace vectoriel des fonctions
dérivables sur I de dérivée continue, et soit F := 6°(I,R) 'espace vectoriel des fonctions continues
sur I. Lapplication 2: E — F qui a une fonction u € E associe sa dérivée 1’ € F est une application
linéaire. En effet, pour tous u,v € E et pour tout L€ R, on a:

DU+ =W+ Av) =u' + AV =2Ww) + A2 (v). <

Exemple 4.1.13. Soient a, b € R tels que a < b et soit E := ‘50([61, bl, IR) 'espace vectoriel des fonctions
continues sur [a, b]. On considere 'application .#: E — R définie pour tout u € E par :

b
£ (u) ::f u(t)de.

Alors .# est une forme linéaire sur E. En effet, on a pour tous u,v € E et pour tout LeR :

b b

b
](u+/lv):f u(t)dt+/1f v(inydet=2(u) + 1% (v). <
a

a

(u(t)+/1v(t))dt=f

a

4.2 Noyau, image et équations linéaires
Exemple 4.2.1. Considérons un systeme linéaire de p équations a n inconnues :

ajpxytaipxp+--tay Xy = b1

a1 X1+taz2Xp+--+dynXpy= bg

Ap1 X1+ Ap2 Xo+ -+ + Ap pn Xn = bp.

On peut voir ce systeme comme une seule équation dont I'inconnue est un vecteur de K". En effet,
si on pose x := (x1,...,Xn) € K", b= (by,...,bp) € KP, et f: K" — [KP I'application linéaire définie
par:

n n n
fx) = Z a,jxj, Z azjXj,..., Z ap,ixj |
j=1 j=1 j=1

alors le systéme est équivalent a I’équation f(x) = b. Les équations de ce type sont dites linéaires. <«
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Définition 4.2.2. Une équation linéaire d'inconnue x € E est une équation de la forme :
fx)=Db,

ou f: E — F est une application linéaire et b est un vecteur de F. Si b = 0, on dit que I’équation
linéaire est homogeéne.

Lexistence de solutions d’'une équation linéaire revient a étudier I'image de 'application f : il existe
des solutions si et seulement si b est dans 'image de f. Lunicité de la solution est équivalent a
I'injectivité de 'application f :

Vx,x €E, f(x)=fx)= x=x".

On verra que la linéarité de f permet de se ramener a I'étude des antécédents de Or. Lensemble
des antécédents de Of par f est appelé le noyau de f : c’est 'ensemble des solutions de I'équation
f(x) =0p, appelée équation linéaire homogene associée.

Ainsi, I'étude des solutions d'une équation linéaire nous conduit a étudier le noyau et I'image d'une
application linéaire.

4.2.a Noyau et image d’'une application linéaire

Définition 4.2.3. Soit f: E — F une application linéaire.
* On appelle noyau de f 'ensemble ker f := {x € E| f(x) = 0}.
¢ On appelle image de f I'ensemble Im f := {f(x) : x € E}.

Proposition 4.2.4. Soit f: E — F une application linéaire.
(i) Limage directe par f d'un sous-espace vectoriel de E est un sous-espace vectoriel de F.

(ii) La préimage par f d'un sous-espace vectoriel de F est un sous-espace vectoriel de E. <

Démonstration. Soit f: E — F une application linéaire.

(i) Soit A un s.e.v. de E, montrons que f(A) est une s.e.v. de F. Lensemble f(A) est non vide car A
est non vide, montrons que f(A) est stable par combinaison linéaire. Soient x, y € E et soit 1 €K, il
faut montrer que f(x)+Af(y) € f(A). Par linéarité de f,ona f(x)+Af(y) = f(x+1y).Or, x+Aye A
car A estun s.e.v.donc f(x)+Af(y) € f(A).

(ii) Soit B un s.e.v. de F, montrons que f~1(B) est un s.e.v. de E. Lensemble f~!(B) est non vide car il
contient O (en effet, f(0g) =0r € B). Soient x,y € f_1 (B) et 1 € K, montrons que x+Ay € f_1 (B). Par
linéarité de f, on a f(x+Ay) = f(x) + Af(y). Or, f(x) et f(y) sont des vecteurs de B par hypothese,
et B est un s.e.v. de F, donc f(x)+ Af(y) € B. Par conséquent, on a montré que x+Ay€ f~1(B). O

Corollaire 4.2.5. Pour toute application linéaire f: E — F, son noyau est un sous-espace vectoriel
de E et son image est un sous-espace vectoriel de F. <

Démonstration. Soit f: E — F une application linéaire. Le noyau de f est la préimage de {0}, donc
c'est un s.e.v. de E. L'image de f est 'image directe de E par f, donc c’est un s.e.v. de F. O

Exemple 4.2.6. On considere un systéme linéaire homogene :

ajnxXx1taipXxp+--+adinXy =0
az1X1+azpXp+---+dynXpy =0
(S)

Ap1 X1+ Ap2 X2+ -+ ApnXn=0.
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Soit F I'ensemble des solutions de (S). Alors F est le noyau de I'application linéaire f: K" — K?
définie pour tout x := (x1,..., X,) € K" par:

n n n
fQ=\ Y avixj, ) a2 jXj,.... ) ap,jx;|-
= =1 =

Par conséquent, F est un s.e.v. de K”. Résoudre un systéme linéaire homogene de p équations a n
inconnues est équivalent a déterminer le noyau d'une application linéaire de K" dans KP”. <

Connaitre le noyau d’une application linéaire nous permet de déterminer les antécédents d'un vec-
teur par cette application : la différence entre deux antécédents d’'un méme vecteur est un élément
du noyau.

Lemme 4.2.7. Pour tous x,x’ € E, on a f(x) = f(x') si et seulement si x — x’ € ker f. <

Démonstration. Soient x,x’ € E, alorson a :

f@)=fx) = f)-fx)=0F
— f(x-x)=0p (linéarité de f)

— x—x'ekerf. O
La connaissance du noyau permet de savoir si une application linéaire est injective.

Proposition 4.2.8. Soit f € Z(E, F), alors :

(i) f estinjective si et seulement si ker f = {0g}.

(ii) f est surjective si et seulement si Im f = F. <
Démonstration. La proposition (ii) est la définition de la surjectivité (cf. annexe A). Montrons la
proposition (i) par double implication.

(=) Supposons que f est injective et montrons que ker f = {0g}. Soit x € ker f, c’est-a-dire tel que
f(x) = 0p. Puisque f(0g) = O également, alors on a x = Op par injectivité de f. Par conséquent,
ker f =1{0g}.

(<) Supposons que ker f = {0} et montrons que f est injective. Soient x et x" des vecteurs de E
tels que f(x) = f(x'), alors d’apres le lemme 4.2.7, on a :

fx) =f(x) & x-x'ekerf.

Puisque ker f = {0g}, on a x— x’ = 0g, donc x = x'. Par conséquent, f est injective. O

4.2.b Structure des solutions des équations linéaires

Pour comprendre la structure des solutions d’'une équation linéaire, regardons un exemple qu’on
connait bien : les systeme linéaires.

Exemple 4.2.9. Reprenons le systéme (2.5) de 'exemple 2.6.2. Apres avoir échelonné le systeme, on

a obtenu :
—X +3z+3r=3

xX+2y—-8z-5t=-2 <— {
3x—-2y—4z—-7t=-10.
Si on ajoute les équations z = A; et £ = A, avec 11,1, € R des parametres libres, alors les solutions
s’écrivent :

x=-3+3z+3t

y=3+3z+t.

x=-3+3A1+31,
y=3+301+ 1
z=0+1;
t=0+A,

Al,AZER.
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,5$,0,0)+A1 21+ 122, avec z;, 2z, € R*

1,0) et zo =(3,1,0,1). La structure des solutions est la suivante :

Autrement dit, les solutions du systéme s’écrivent (x, y,z, t) = (—3
les vecteurs définis par z; = (3, %,
¢ le vecteur (—3, %,0, 0) est une solution particuliere du systeme (c’est le cas A1 =0 et 1, =0);

* les vecteurs z; et zp forment une base de I'ensemble des solutions du systéme homogeéne
associé (on rappelle que 'ensemble des solutions d'un systéme homogeéne est un s.e.v.). Au-
trement dit, (z1, 22) est une base du noyau de I'application linéaire associé au systéme. <

Pour résumer, les solutions d'un systeme linéaires s’écrivent comme la somme d’une solution par-
ticuliere du systeme et d'un élément quelconque du noyau de I'application linéaire associée au sys-
teme. Ce fait est valable plus généralement pour n'importe quelle équation linéaire.

Théoréme 4.2.10. Pour f € Z(E,F) et be F, on considére I'équation linéaire d'inconnue x € E :
f(x)=b. 4.1)

e Si b¢Im f, alors 'équation (4.1) n’'a pas de solution.

e Si belm f, soit xp € E une solution particuliere de (4.1). Lensemble des solutions de (4.1) est :
{xo+u:uckerf}.

Par définition, les éléments de ker f sont les solutions de f(x) = 0r. Léquation f(x) = Or est appelée
I’équation linéaire homogene associée a (4.1). Ce théoréeme affirme donc que la solution générale
d’'une équation linéaire s’obtient en faisant la somme d’'une solution particuliére avec la solution
générale de I'équation homogene associée.
Démonstration. Soit f: E — F une application linéaire et soit b € F.

e Si b¢Imf, alors par définition I'équation (4.1) n’a pas de solution.

e Si beImf, soit xo € E tel que f(xp) = b. Alors pour tout x€ E, on a:
f)=b <= fx)=f(xp) < x—xpekerf < Juekerf, x=xp+ u.
Par conséquent, 'ensemble des solutions de (4.1) est {xo + u: u € ker f}. O

Exemple 4.2.11 (un théoréme vu en terminale). Soit I un intervalle de R. Pour a € R et b une fonc-
tion continue sur I, on considere I'équation différentielle linéaire d’ordre 1 :

Veel, y'(t)=ay()+b(). &)

Notons E := €1(I,R) I'espace vectoriel des fonctions continument dérivables sur I, et F := €¢%(I,R)
I’espace vectoriel des fonctions continues sur I. Soit f: E — F I'application définie pour tout y € E
par f(y) =y —ay. On vérifie facilement que f est linéaire et que I'équation (&) se réécrit f(y) = b.
D’apres le théoreme 4.2.10, la solution générale de (&) est y = yp+ u ol y, est une solution particu-
liere de (&) et u est la solution générale de 'équation différentielle homogene associée :

Viel, y'(0)=ay). En)

La solution générale de cette équation est u(r) := 1e?’ ol A est un nombre réel quelconque. Autre-
ment dit, les solutions de (&§);) forment un s.e.v. de E de dimension 1 et la fonction x — e%* est une
base de ce sous-espace. Par conséquent, si yy est une solution particuliere de (&), alors les solutions
de (&) sont les fonctions :

y,1:I — R
r — () +Ae?,

avec L e R. <
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4.3 Applications linéaires et dimension

4.3.a Image d’'une famille libre, d’'une famille génératrice, d'une base

Lemme 4.3.1. Soit f: E — F une application linéaire.
(i) Les images d'une famille génératrice de E est une famille génératrice de Im f.

(ii) Si f est injective, alors les images d'une famille libre de vecteurs de E sont une famille libre
de vecteur de F.

(iii) Si f est bijective, alors I'image d'une base de E est une base de F. <

Remarque 4.3.2. En particulier, si (ey,...,ep,) est une base de E, alors Im f = Vect(f(e1),..., f(en)).
On peut ensuite extraire une base de Im f de la famille des f(e;). <

Démonstration. Soit f: E — F une application linéaire.

(i) Soit ¢ une famille génératrice de E. Soit y € Im f et soit x € E tel que f(x) = y. Puisque ¥ en-
gendre E, il existe vy,..., vy des vecteurs de ¢ et des scalaires A1,...,1, € K tels que :

x:/11U1+---+)vap.

Par linéarité de f, ona y = f(x) = A1 f(v1) +--- + A f(vp). Par conséquent, tout vecteur de Im f est
une combinaison linéaire d’images de vecteur de 4.
(ii) Supposons que f est injective. Soit &£ := (vy,...,vp) une famille libre de E, montrons que la
famille (f(v1)..., f(vp)) estlibre dans F. Soient A4,...,A, €K, ona:

Mfw)++Apf(vp) =0 = fMiv1+--+Apvp) =0 = A1 +---+Apvpeker f.
Puisque f est injective, on a ker f = {Og}, donc A vy +---+ Apvp = Op. Puisque £ est une famille
libre, les scalaires A4,...,1, sont tous nuls.

(iii) Supposons que f est bijective. Soit % := (ey,...,e,) une base de E. La famille 98 est libre et f
est injective, donc (f(ey),..., f(e,)) est une famille libre d’apreés (ii). De plus, 94 engendre E, donc
(f(ey),..., f(en)) engendre Im f = F (surjectivité de f) d’aprés (i). Par conséquent, (f(e1),..., f(en))
est une base de F. O

Proposition 4.3.3. Supposons que E est de dimension finie. Si F est isomorphe a E, alors F est aussi
de dimension finie et dim(E) = dim(F). <

Démonstration. Supposons que E est de dimension finie n. Si n =0, alors E = {0g} et F = {0f} car
f est bijective, donc dim(F) = 0. Sinon, soit (ey,...,e,;) une base de E et soit f: E — F un isomor-
phisme. Alors (f(e1),..., f(en)) est une base de F d’apres le lemme 4.3.1, donc dim(F) = n. O

4.3.b Rang d’'une application linéaire

Définition 4.3.4. Soit f: E — F une application linéaire. Si Im f est de dimension finie, on appelle
rang de f, et on note rg(f), la dimension de Im f.

Proposition 4.3.5. Soit f: E — F une application linéaire.

(i) Si E est de dimension finie, alors Im f est de dimension finie et rg(f) < dim(E).

(ii) Si F est de dimension finie, alors Im f est de dimension finie et rg(f) < dim(F). <
Démonstration. Soit f: E — F une application linéaire.

(i) Supposons que E est de dimension finie n. Si n =0, il n'y a rien a montrer. Sinon, soit (ey,...,e,)
une base de E. Alors (f(ey),..., f(en)) est une famille génératrice de Im f, donc rg(f) < n.

(ii) Im f est un s.e.v. de F, donc il est de dimension finie si F l'est, et sa dimension est inférieure a
celle de F. O
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Le noyau et I'image de f ne sont pas des sous-espaces vectoriels du méme espace : le noyau est un
sous-espace de 'ensemble de départ alors que I'image est un sous-espace de 'ensemble d’arrivée.
Leurs dimensions sont malgré tout liées par la relation suivante, appelée théoréme du rang.

Théoréme 4.3.6 (théoreme du rang). Si E est de dimension finie, alors pour toute application li-
néaire f: E — F, son noyau et son image sont de dimensions finies et on a :

dim(E) = dim(ker f) +rg(f).

Exemple 4.3.7 (rang d’'un systeéme linéaire). Au chapitre 2, on a défini le rang d’'un systéme linéaire
échelonné comme le nombre d’inconnues principales. Dans ce chapitre, on a défini la notion de
rang d'une application linéaire. Voyons en quoi ces deux définitions coincident.

On a vu a 'exemple 4.2.1 qu’'un systeme linéaire de p équations a n inconnues peut s'écrire comme
une équation linéaire f(x) = b avec f une application linéaire de K" dans KP”. Si on échelonne le
systéme, on sait que le nombre n d’inconnues est égal a la somme du nombre d’inconnues prin-
cipales (le rang du systeme) et du nombre d’inconnues secondaires. Or, le nombre d’inconnues
secondaires, c’est-a-dire le nombre de variables libres, est égal la dimension du noyau de f. Par
conséquent, le nombre d’inconnues principales est égal a n—dim(ker f), c’est-a-dire a rg(f) d’apres
le théoreme du rang. Ainsi, le rang du systéme est égal au rang de I'application f.

On peut maintenant justifier la remarque 2.4.7 : si (S) et (S') sont des systémes équivalents, alors les
applications linéaires associées a chaque systeme ont le méme noyau (les systémes ont les mémes
solutions), donc ils ont le méme rang d’apres le théoreme du rang. <

Démonstration. Soit f: E — F une application linéaire et notons p := dim(ker f). On traite a part les
casp=0etp=n.
e Siker f =E, alors f est’application nulle donc rg(f) =0 et il n'y a rien a montrer.

e Si ker f = {0g}, alors f est injective. D’aprés le lemme 4.3.1 I'image d'une base de E est une
base de Im f, donc dim(E) = dim(Im f) et le théoréme est démontré.

Supposons maintenant que ker f est différent de {Og} (p # 0) et de E (p # n). Soit (ey,...,ep) une
base de ker f. Par le théoréme de la base incompleéte, il existe des vecteurs ej.1,...,e, € E tels que
(e1,...,ep,€p+1,...,€y) soit une base de E. On va montrer que les vecteurs f(ep+1),..., f(e,) forment
une base de I'image de f.

1. Montrons que (f(ep+1), ..., f(e,)) est une famille génératrice de Im f. En effet, on a :

Im f = Vect(f(e1),..., f(ep), f(ep+1),-.., f(en))
=Vect(0g, ..., 0g, f(ep+1),..., f(en))
=Vect(f(ep+1),-.-, f(en).

2. Montrons que (f(ep+1),...,f(en)) est une famille libre. Soient Aj+1,...,4, € K tels que :
Aps1f(epr1) +---+Anf(en) =0F.

Par linéarité, on a f(Ap+1€p+1 + -+ Apen) = Op, donc Api1ep41 + -+ Ayey, € ker f. Donc il
existe Ay,...,Ap €K tels que Api1epi1 +---+Ane = A1er +---+ Apep, doli:

(—Mer+--+(=Ap)ep + Apr1ps1+ -+ Anen = OE.

Puisque (ey,...,e,) est une base de E, tous les A; sont nuls, donc (f(ep+1),...,f(en)) est libre.

Par conséquent, (f(ep+1), .. .,f(en)) est une base de Im f, donc en comptant le nombre de vecteurs
de cette base :
1g(f) =dim(m f) = n— p = dim(E) — dim(ker f). O
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Le théoréme permet de calculer la dimension de 'image d'une application linéaire f a partir de
celle de son noyau, ce qui s’avere utile pour trouver une base de 'image. En effet, il est facile de dé-
terminer une famille génératrice de Im f (il suffit de prendre 'image par f d'une base de E d’apres
le lemme 4.3.1), il suffit ensuite d’en extraire une sous-famille libre comportant autant de vecteurs
que le rang.

Exemple 4.3.8 (examen 2022-2023, session 1). Considérons I'application linéaire f: R® — R® définie
pour tout (x, y, z) € R3 par :

fx,3,2)=(x—y+z 2x+y+3z, x+2y+2z).

Déterminons des bases du noyau et de I'image de f.

« Base du noyau. Soit (x,y,z) €R3, ona:

(x,y,2) eker f < f(x,¥,2)=(0,0,0)
x— y+ z=0
<~ {2x+ y+3z=0
x+2y+2z=0
xX— y+z=0
— 3y+z=0 Lp—Ly-2L;
3y+z2=0 L3—IL3-1;
xX— y+z=0
— 3y+z=0
0=0. IL3—L3-1Ly
Le systeme est de rang 2 < 3, donc il admet une infinité de solutions dépendant d'une variable libre.

Choisissons y comme variable libre, alors :

x=4
(x,y,2) eker f < { J; = (x,5,2) = (4),y,-3y) < (x,),2) € Vect((4,1,-3)).
z=-3y
Ainsi, ker f est de dimension 1 et une base de ker f est le vecteur (4,1, —3).
» Base de I'image. Notons (ej, e2, e3) la base canonique de R3. Alors ( fle), fle), f (es)) est une fa-
mille génératrice de 'image de f :
f(el):f(l’oyo):(lyzyl)y f(eZ):f(O,lyo):(_lylrz)y f(e?)):f(oyoyl):(ly?”z)'

Ainsi, Im f = Vect((1,2,1),(-1,1,2),(1,3,2)). Or, d’apres le théoreme du rang, le rang de f est donné
par rg(f) = dim(R3) — dim (ker f)=3-1=2, donc Im f est de dimension 2. Il suffit de choisir une
sous-famille de 2 vecteurs libres parmi les générateur de Im f pour former une base, par exemple
(1,2,1) et (-1,1,2). Une base de Im f est ((1,2,1),(-1,1,2)). <

Corollaire 4.3.9. Supposons que E et F sont de méme dimension finie. Pour toute application li-
néaire f: E — F, on a 'équivalence :

f estinjective < f est surjective <= f est bijective. <

Démonstration. 1l suffit de démontrer la premiére équivalence.

f estinjective <= ker f ={0g} (proposition 4.2.8)
> dim(E) =rg(f) (théoréme du rang)
<~ dim(F) =rg(f) (dim(E) = dim(F))
<~ F=Imf (proposition 3.5.12)
<= f est surjective. (proposition 4.2.8) O
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Remarque 4.3.10.

1. Attention, ce corollaire ne dit pas que l'injectivité et la surjectivité sont équivalentes en gé-
néral, mais seulement pour les applications linéaires entre des espaces vectoriels de méme
dimension finie.

2. En dimension finie, pour montrer qu'une application linéaire est un isomorphisme, il suffit
donc de vérifier que les espaces de départ et d’arrivée ont la méme dimension et que I'appli-
cation est injective (en calculant son noyau par exemple). <

4.3.c Caractérisation d’'une application linéaire

Lorsque E est de dimension finie, une application linéaire définie sur E est caractérisée par les va-
leurs qu’elle prend sur une base de E : si on connait I'image des vecteurs d'une base de E, alors on
connait I'image de tout vecteur.

Théoreme 4.3.11. Supposons que E est de dimension finie n = 1. Soit % := (ey, ..., e,) une base de E.
Pour toute famille (vy,...,v,) de vecteurs de F, il existe une unique application linéaire f: E — F
telle que f(e;) = v; pour tout i € [1, n].

Démonstration. Soit 4 = (ey,...,e,) une base de E et soit (vy,..., v,) une famille de vecteurs de E.
On procede par analyse-synthese.

Analyse. Soit f: E — F une application linéaire telle que f(e;) = v;. Soit x € E et soient A1,...,1, €K
ses coordonnées sans la base 2. Par linéarité, on a :

f=fher+:-+Anen) =A1f(e) +--+ Anflen) =A1v1+--+ Ayvp.
Ceci démontre l'unicité de f (sous réserve d’existence).
Synthese. Soit f: E — F I'application définie pour tout x:=2A;e; +---+ A1,e, € E par :

fX)=lhvi+--+Avp.
Par définition, on a f(e;) = v; pour tout i € [1,n]. Montrons que f est linéaire. Pour tous vecteurs
x:=Aey+---+Ase,€Eety:=2Ae +--+A)e, €E, et pour tout scalaire p€K, ona:
L !
F+upy) =l Y Ai+pd)e;
i=1

n
=) (Ai+pA)v;
izl

n
= /1,‘U,'+/JZAIZ~U,'

i=1 i=1

=) +ufy).

M=

Par conséquent, I'application f est linéaire. Ainsi, on a montré I'existence d'une application linéaire
satisfaisant f(e;) = v; pour tout i € [1, n]. O

Corollaire 4.3.12. Des espaces vectoriels de dimensions finies sont isomorphes si et seulement si ils
ont la méme dimension. <

Démonstration. Si E est de dimension finie et que F est isomorphe a E, alors ils ont la méme dimen-
sion d’apres la proposition 4.3.3. Réciproquement, supposons que E et F ont la méme dimension n.
Si n=0, alors E = {0} et F = {0} sont trivialement isomorphes. Sinon, soit & := (ey, ..., ;) une base
de E et soit %' := (e],..., e),) une base de F. On consideére 'application linéaire f: E — F telle que
fle) = e;. pour tout i € [1, n] (cette application existe d’apres le théoreme 4.3.11).
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Montrons que f est injective. Soit x € ker f, montrons que x = 0g. Si (11,...,4,) € K" sont les coor-
données de x dans la base 28, alors on a par linéairité de f :

f)=fher+--+Aney) = A1)+ + Aye),.

Par conséquent, les coordonnées de f(x) dans la base %8’ sont égales a celles de x dans la base 2.
Ainsi, on a :
fx)=0p = Vie[l,n], A;=0 = x=0g,

donc f est injective. Puisque E et F ont la méme dimension, f est bijective d’apres le corollaire 4.3.9.
Par conséquent, E et F sont isomorphes. O

Remarque 4.3.13. Si E est dimension finie n, alors E est isomorphe a K” via I'application qui a tout
vecteur de E associe ses coordonnées dans une base. Ainsi, on connait a un isomorphisme pres
tous les K—espaces vectoriels de dimension finie. Etudier 'espace vectoriel K" et les applications
linéaires de K" dans IK” permet donc de comprendre tous les espaces vectoriels de dimension 7 et
toutes les applications linéaires d'un espace de dimension n dans un espace de dimension p. <
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Annexe A

Notions générales

A.1 Théorie des ensembles

Depuis le début du XXe¢ siecle, on considere que les mathématiques sont fondées sur les notions
d’ensembles et de relation d’appartenance. Intuitivement, un ensemble est une collection non or-
donnée d'objets uniques, au sens suivant :

* non ordonnée : on ne tient pas compte de 'ordre dans lequel apparaissent les éléments de la
collection. Par exemple, les ensembles {a, b, c} et {b, ¢, a} sont identiques.

¢ d’objets uniques : on ne tient pas compte du nombre de fois qu'un objet apparait dans la
collection. Par exemple, les ensembles {a, a, a, b, b} et {a, b} sont identiques.

Cependant, si on accepte n'importe quelle collection comme étant un ensemble, on aboutit a des
paradoxes (le plus connu étant le paradoxe de Russel). Pour éviter ca, la théorie des ensembles doit
reposer sur une liste d’axiomes qui précisent quelles sont les opérations permises pour construire
des ensembles acceptables. La théorie axiomatique des ensemble la plus connue et la plus lar-
gement utilisée est celle de Zermelo et Fraenkel (théorie ZF), a laquelle on ajoute généralement
I'axiome du choix (théorie ZFC).

La suite de cette section ne constitue en aucun cas un exposé d'une théorie axiomatique des en-
sembles, mais une description des notions et opérations ensemblistes les plus courantes pour la
pratique des mathématiques.

Egalité et sous-ensembles

On écrit « x € E » pour dire que I'objet x est un élément de 'ensemble E. Un ensemble est caracté-
risée uniquement par ses éléments.

Définition A.1.1. Soient E et F des ensembles. On dit que E et F sont égaux s’ils ont les mémes
éléments : wet
E=F & Vx, (xe E < xeF).

Il existe un ensemble particulier qui ne posséde aucun élément. On 'appelle 'ensemble vide et on
le note @. 1l est unique au vu de la définition précédente.

Définition A.1.2. Soient E et F des ensembles. On dit que F est inclus dans E, ou encore que F est
un sous-ensemble ou une partie de E, et on note F c E, si tout élément de F est aussi un élément
de E:
def.
FcE < Vx, (xe F = x€E).

On note Z(E) 'ensemble des parties de E.
Remarque A.1.3. Deux ensembles sont égaux si et seulement si ils sont inclus 'un dans l'autre :

E=F < EcFetFcE. <
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Exemple A.1.4. Si E :={1;2;3}, alors '’ensemble des parties de E est :

P(E) ={@,{1},{2},13},11;2},11;3},12;3},{1;2;3}}. <

Modes de définition

11 existe plusieurs facons de définir un ensemble :

¢ Ensemble défini en extension : si 'ensemble est fini, on peut le définir en listant explicite-
ment ses éléments. Par exemple, 'ensemble {1,2,3} est défini en extension, ses éléments sont
1,2 et3.

¢ Ensemble défini en compréhension : on définit un ensemble par une propriété qui caracté-
rise ses éléments. Soient E un ensemble et P un prédicat sur E, c’est-a-dire que pour chaque
x € E, P(x) est une assertion vraie ou fausse. L'ensemble des éléments x € E pour lesquels P(x)
est vraie se note {x e E| P(x)}. Par exemple, un intervalle [a, b] est défini en compréhension
par [a,b] = {xeRla<x<b}.

* Ensemble défini par image directe : on définit un ensemble par une formule décrivant ses
éléments. Soient E et F des ensembles et soit f(x) € F une formule dépendant d'un parametre
x € E. Lensemble des toutes les valeurs prises par f(x) lorsque x décrit I'ensemble E se note
{f(x): x € E}. Par exemple, I'ensemble des carrés parfaits peut se noter {n?: n e N}.

Remarque A.1.5. Un ensemble défini par image directe est en réalité un ensemble défini en com-
préhension :

{f:xeE}:={yeF|3x€E, y=fW)}.

Il faut garder a I'esprit que derriére une définition par image directe se cache toujours un quantifi-
cateur existentiel. <

Opérations ensemblistes

On rappelle la définition des opérations ensemblistes de base.

Définition A.1.6. Soient E et F des ensembles.

* On appelle réunion de E et F, et on note EU F, 'ensemble des éléments appartenant a E ou
aF:
def.
X€EEUF < x€Eoux€eF
e On appelle intersection de E et F, et on note EN F, 'ensemble des éléments appartenant a la
foisaEetaF: det
xe ENF < xeEetxeF
* On appelle différence de E et F, et on note E\ F, 'ensemble des éléments de E qui ne sont
pas des éléments de F :
def.
x€ E\F < xeEetx¢F

¢ Si F est une partie de E, on appelle complémentaire de F dans E I’ensemble F¢:= E\F.

Produit cartésien

Définition A.1.7. Soient x et y deux objets. Le couple (x, y) est 'objet formé de x et de y dans cet
ordre. L'élément x est la premiére composante du couple et I'élément y est la deuxieme compo-
sante. Deux couples sont égaux s'ils sont égaux composante par composante :

def.
(x,y) = (xl,y,) é xX= x' ety= y,.
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Figure A.1 — Digramme de Venn des opérations ensemblistes.

Remarque A.1.8. Le couple (x,y) ne doit pas étre confondu avec la paire {x, y}. Dans un couple,
I'ordre des composantes est important : le couple (x, y) n’est pas égal au couple (y, x), sauf si x = y.
Dans une paire, l'ordre des éléments n’a pas d’'importance : {x, y} = {y, x}. <

Définition A.1.9. Soient E et F des ensembles. On appelle produit cartésien de E et F, et on note
E x F, 'ensemble de tous les couples (x,y) avec xe Eet ye F :

ExF:={(xy):xeEetyeF}.

Lorsque E = F, on note E?>:= Ex E.
Lidée de couple se généralise aux listes de 3 éléments (triplets), de 4 éléments (quadruplets), etc.

Définition A.1.10. Soient Xy, ..., x, des objets. Le n-uplet (x,...,x;) est I'objet formé de la liste des
X1,...,X, dans cet ordre. Pour tout i € [1,n], I'élément x; est appelé la i-ieme composante du -
uplet. Deux n-uplets sont égaux s’ils sont égaux composante par composante :

/ ;. def. . ’
(X100 X0) = (X3,...,X,) <= Vie[l,nl, x; =x;.
On définit ainsi la notion de produit cartésien d’'un nombre quelconque d’ensembles.

Définition A.1.11. Soit n = 2 et soient Fj,..., E;, des ensembles. On appelle produit cartésien des
ensembles Ej,..., E,, et on note E; x --- x Ey, 'ensemble de tous les n-uplets (xy, ..., x,) avec x; € E;
pour tout i € [1,7] :

Ey x -+ x Ep:={(x1,...,%n) : X1 € E1,..., Xy € Ep}.

Lorsque tous les E; sont égaux a un méme ensemble E, on note E” :==E x --- x E.
S —

n fois

A.2 Relations binaires

Définition A.2.1. Soient E et F des ensembles. On appelle relation binaire entre E et F un prédicat
sur E x F. Si Z est une relation entre E et F, on note xZy le fait que x € E et y € F soient en relation
pour Z. Lorsque E = F, on dit que la relation est interne et on parle simplement de relation binaire
sur E.
Exemple A.2.2.

1. L'égalité est une relation binaire sur n'importe quel ensemble E.

2. < est une relation binaire sur R.

3. L est une relation binaire sur les droites du plan. <
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Relations d’équivalence
Définition A.2.3. Soit E un ensemble. On dit qu’'une relation binaire ~ sur E est une relation d’équi-
valence si elle vérifie les trois propriétés suivantes :

1. Réflexivité: Vxe E, x ~ x.

2. Symétrie: Vx,yeE, x~y < y~x.

3. Transitivité: Vx,y,z€ E, (x~yety~z) = x~2z.

Exemple A.2.4.

1. Soit n € N. Sur Z, la relation de congruence modulo n : «x ~y < x = y mod n », est une
relation d’équivalence.

2. Soit E 'ensemble des droites du plan. La relation de parallélisme : «d ~d' < d | d' » est
une relation d’équivalence sur E.

3. Soit E 'ensemble des segments orientés du plan, c’est-a-dire I’ensemble des bipoints (A, B)
ou A est l'origine du segment orienté et B son extrémité. La relation d’équipollence :

(A,B) ~ (C,D) <= ABDC est un parallélogramme,
est une relation d’équivalence sur E. <

Définition A.2.5. Soit E un ensemble et soit ~ une relation d’équivalence sur E. Pour tout x € E,
on appelle classe d’équivalence de x, et on note [x], 'ensemble de tous les éléments de E qui sont
équivalents a x :

[x]:={y€Ely~x}.

Tout élément d’'une classe d’équivalence est appelé un représentant de cette classe.

Définition A.2.6. On appelle ensemble quotient de E par ~, et on note E/~ I'ensemble de toutes
les classes d’équivalence pour la relation ~ :

E/~:={[x]:x€ E}.

Remarque A.2.7. Pour tous x,y€ E,on a x ~ y < [x] = [y]. On interpréte E/~ comme |'ensemble
E dans lequel les éléments équivalents ont été identifiés : la relation d’équivalence ~ dans E devient
la relation d’égalité dans E/~. <

Exemple A.2.8.

1. On note Z/nZ le quotient de Z pour la relation de congruence modulo 7. La classe d’équiva-
lence d'un entier a est 'ensemble [a] :={a+ kn: k € Z}. Le quotient Z/nZ est constituée de n
classes d’équivalences :

Z/nz ={[0),[1],...,[n—11}.

2. Si E est 'ensemble des droites du plan, alors la classe d’équivalence d'une droite d est I'en-
semble de toutes les droites paralléles a d, c’est-a-dire les droites de méme direction que d.
Le quotient de E pour cette relation est 'ensemble des directions du plan.

3. Si E est'ensemble des segments orientés du plan, alors la classe d’équivalence d'un segment
orienté (A, B) est '’ensemble de tous les segments orientés équipollent a (A, B), c’est-a-dire le
vecteur AB. Le quotient de E pour la relation d’équipollence est 'ensemble des vecteurs du
plan. <
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A.3 Applications

Définition A.3.1. Soient E et F des ensembles. Une application f: E — F est une relation binaire
entre E et F qui a tout élément x € E associe un unique élément y € F. Lélément y est appelé
I'image de x par f, et on note y = f(x). Les éléments de E ayant pour image y sont appelés les
antécédents de y par f. Lensemble des applications de E dans F est noté & (E, F).

Une application est entierement caractérisée par ses images : deux applications sont égales si elles
associent les mémes images aux mémes entrées.

Définition A.3.2. Soient E et F des ensembles et soient f, g € % (E, F). On dit que les applications f
et g sont égales si pour tout x € E, f(x) = g(x).

Définition A.3.3. Soient E, F et G des ensembles et soient f: E — F et g: F — G des applications.
On définit la composée de f par g, et on note go f, 'application de E dans G définie par :

VxeE, (gof)x):=g(f).

Définition A.3.4. Soit f: E — F et soient Ac E et BC F.
* Limage directe de A par f est le partie de F définie par :

fA={fx):xe A}

C’est 'ensemble des images par f des éléments de A.

* 'image réciproque de B par f est la partie de E définie par :
fB)={xeE|f(x)eB}.
C’est 'ensemble des antécédents par f des éléments de B.

Exemple A.3.5. Soit f: R — R la fonction carrée f(x) := x2.
* Limage directe de [-2,0] est f([-2,0]) = [0,4].
e Limage réciproque de [0,1] est f~1([0,1]) = [-1,1]. <

Définition A.3.6. Soit f: E — F une application.

e On dit que f est surjective si tout élément de F admet un antécédent par f :
VyeF 3x€E, f(x)=y.
* On dit que f est injective si tout élément de F a au plus un antécédent par f :
Vx,x' €E, f(x)=f(x) = x=x".

* On dit que f est bijective si elle est a la fois injective et surjective, c’est-a-dire si tout élément
de F admet un unique antécédent par f :

VyeF 3lxeE, f(x)=y.

Remarque A.3.7.
1. La surjectivité de f peut se réécrire avec 1'égalité ensembliste f(E) = F.

2. Une application f définie sur E est toujours surjective sur son image f(E). <

Définition A.3.8. Soit f: E — F une application bijective. On appelle application réciproque de f
l'application f~!: F — E qui a tout y € F associe son unique antécédent par f.
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Exemple A.3.9. Linjectivité ou la surjectivité d'une application dépend de son expression, mais
aussi des ensembles E et F.

1.

La fonction f: R — R définie par f(x) := x*> n'est pas injective car f(1) = f(-~1) et n’est pas

surjective car —1 n’a pas d’antécédents dans R.

La fonction g: R, — R définie par g(x) := x? est injective mais n’est pas surjective.

3. La fonction h: R — R, définie par h(x) := x> est surjective mais n’est pas injective.

A4

La fonction k: Ry — R, définie par k(x) := x% est injective et surjective, donc bijective. Son
application réciproque est la fonction k~!: R, — R, définie par k~!(y) == VY- <

Structures algébriques

Pour terminer ce chapitre de notions a connaitre, passons en revue quelques structures algébriques
courantes. Vous étudierez ces notions plus en détail dans la suite de vos études.

Lois de composition interne

Définition A.4.1. Soit E un ensemble. Une loi de composition interne sur E est une application
#: Ex E— E. L'image d'un couple (x, y) par cette application est notée x * y.

Exemple A.4.2.

1.
2.

Laddition et la multiplication sont des lois de composition interne sur N.

La soustraction n’est pas une loi de composition interne sur N, car 1 -2 ¢ N par exemple. En
revanche, c’est une loi de composition interne sur Z.

Soit E un ensemble non vide, la composition d’applications o est une loi de composition in-
terne dans % (E, E). <

Définition A.4.3. Soit * une loi de composition interne sur un ensemble E.

* On dit que * est associative si pour tous x,y,z€ E, on a (x * y) * 2= x * (y * z).

e On dit que * est commutative si pour tous x,y€ E,ona x* y =y * x.

¢ Soit e € E, on dit que e est un élément neutre pour * si pour tout x€ E,ona x*e=e* x = X.

On peut montrer que e est unique, lorsqu’il existe.

* Si * possede un élément neutre e, alors on dit que x’ € E est symétrique de x € E si :

xxx' =x'«x=e.

Exemple A.4.4.

1.

Dans R, I'addition est associative, commutative, admet pour élément neutre 0 et le symétrique
d'un nombre x est son opposé —x.

. Dans R, la multiplication est associative, commutative, admet pour élément neutre 1, et le

1

symétrique de tout nombre x # 0 est son inverse T

Soit E un ensemble. Dans & (E, E), la composition d’applications est associative mais pas
commutative en général, elle admet pour élément neutre la fonction identité idg: x — x, et
le symétrique d’'une application bijective f est son application réciproque . <
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Groupes

Définition A.4.5. Un groupe est un ensemble G muni d'une loi de composition interne * telle que :
1. = est associative;
2. * possede un élément neutre;
3. tout élément de G posseéde un symétrique.

Si de plus la loi * est commutative, on dit que le groupe est commutatif (ou abélien).

Exemple A.4.6.
1. Les ensembles Z, Q, R et C munis de I'addition sont des groupes commutatifs.
2. Les ensembles {—1; 1}, Q*, R*, C* munis de la multiplication sont des groupes commutatifs.

3. Lensemble des applications bijectives de E dans E est un groupe (non commutatif en général)
pour la composition. <

Anneaux

Un anneau est un ensemble muni d'une structure algébrique qui ressemble a celle de Z : on peuty
faire des additions, des soustractions et des multiplications, et ces opérations ont les propriétés de
calcul auxquelles on est habitué.

Définition A.4.7. Un anneau est un ensemble A muni de deux lois de composition interne notées
+ et x telles que :

1. (A,+) est un groupe commutatif, d’élément neutre noté 04;

2. laloi x est associative et posséde un élément neutre noté 14;

3. pourtous x,y,z€ A,onaxx(y+z)=(xxy)+(xxz)etona (x+y) xz=(xx2)+(yxz).
Si de plus la loi x est commutative, on dit que A est un anneau commutatif. En pratique, le symbole
de la loi multiplicative peut étre omis (c.-a-d. on note xy = x x y).
Exemple A.4.8.

1. Z est un anneau commutatif (pour les opérations d’addition et de multiplication usuelles).

2. ZInZ (les entiers modulo n) est un anneau commutatif.

3. Si A est un anneau commutatif, alors I'’ensemble A[X] des polynémes a coefficients dans A
est un anneau commutatif.

4. Dans le cours d’algebre linéaire 2, vous verrez que I'ensemble .4/, (KK) des matrices carrées de
taille n a coefficients réels ou complexes est un anneau non commutatif. <

Corps

Un corps est un anneau commutatif dans lequel on peut effectuer des divisions : tout élément non
nul est inversible pour la multiplication.

Définition A.4.9. Un corps est ensemble K muni de deux lois de composition interne notées + et x
telles que :

1. (K,+, x) est un anneau;

2. (K\ {0k}, x) est un groupe commutatif.
Remarque A.4.10. D’autres auteur-rices définissent un corps comme étant un anneau dont tous les
éléments non nuls sont inversibles, sans exiger que la multiplication soit commutative. Ce qu'on
appelle ici « corps » est alors appelé « corps commutatif » suivant cette autre convention. En ce qui

concerne la théorie des espaces vectoriels exposée dans ce cours, il est essentiel que le corps des
scalaires soit commutatif. <
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Exemple A.4.11.
1. @, R et C sont des corps (pour les opérations d’addition et de multiplication usuelles).
2. Z/pZ (les entiers modulo p) est un corps si et seulement si p est premier.

3. Si K est un corps, alors 'ensemble K(X) des fractions rationnelles, c’est-a-dire les quotients
de polyndémes a coefficients dans K, est un corps. <
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Annexe B

Construction de C

B.1 Objectif

Notre but dans cette annexe est de démontrer le théoreme 1.2.1 en donnant une construction de
I'ensemble des nombres complexes. Entendons-nous sur la signification de cette phrase : construire
les nombres complexes, c’est donner un exemple d’ensemble C, muni d'une addition + et d’'une
multiplication x pour lesquelles (C, +, x) est un corps (cf. annexe A), de telle sorte que :

1. C contienne un sous-corps R qui soit isomorphe a R;

2. C contienne un élément i tel que i = —1, ol1 1 est I'élément neutre de la multiplication de C;

3. tout élément de C s’écrive sous la forme a+ix b avec a,beR.
Expliquons le sens intuitif de la propriété 1. Dire que C contient un sous-corps R isomorphe a R
signifie que C contient une copie de R et que les opérations + et x de C prolongent celles de R.
Plus précisément, donnons la définition de sous-corps. On pourra faire un paralléle entre les notions
de corps/sous-corps et celles d’espace vectoriel/sous-espace vectoriel (cf. chapitre 3).

Définition B.1.1. Soient (K, +, x) un corps et L une partie de K. On dit que L est un sous-corps de
K si L est stable pour les opérations + et x, et si la restriction a L des opérations + et x munissent
L d’une structure de corps.

Donnons ensuite la définition de corps isomorphes. Cette définition repose sur la notion de mor-
phisme de corps : ce sont des applications entre deux corps qui conservent la structure de corps.
Encore une fois, un paralléle peut étre fait avec la notion d’application linéaire (morphisme d’es-
paces vectoriels).

Définition B.1.2. Soient K et L des corps. On dit qu'une application f: K — L est un morphisme de
corps si :

1. fix) =1y
2. Vx,yeK, f(x+y) = fx)+ f().
3. Vx,yeK, f(xxy) = f(x)x f(y).

Si de plus f est bijective, on dit que f est un isomorphisme de corps et que les corps K et L sont
isomorphes.

Dire que deux corps sont isomorphes signifient qu’ils sont «les mémes » en tant que corps. Liso-
morphisme est un dictionnaire permettant de passer de K a L : a tout élément de K correspond
un unique élément de L et inversement, et cette correspondance préserve les relations algébriques
entre les éléments (une addition dans K devient une addition dans L, de méme pour la multiplica-
tion).

Il existe plusieurs constructions des nombres complexes, c’est-a-dire qu'il y a plusieurs fagons de
définir un ensemble C satisfaisant les conditions précédentes. Celle qu'on présente ci-apres est ba-
sée sur l'interprétation des nombres complexes comme les points d'un plan.
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B.2 Structure de corps

On sait que les nombres complexes sont en bijection avec les points du plan : a tout nombre com-
plexe a+ib, on associe le point du plan de coordonnées (a, b) dans un repéere orthonormé. Pourquoi
ne pas définir les nombres complexes directement comme des couples de réels?

On pose C = R? le couple (a, b) € R? s’interprétant comme le nombre complexe « a+ib ». Ainsi, les
composantes du couple (a, b) sont respectivement la partie réelle et la partie imaginaire du nombre
complexe. Or, on sait que I'addition et la multiplication des nombres complexes s’expriment de la
facon suivante a partir des parties réelles et imaginaires :

Re(z+ w) =NRe(z) + Re(w), Re(z x w) =NRe(2) Re(w) — TJm(z) Im(w),
Jm(z + w) = JIm(z) + Im(w), Jm(z x w) = Re(z) Im(w) + Im(z) Re(w).

Lidée est d'utiliser ces expressions comme définitions de I’addition et de la multiplication dans C.
Définition B.2.1. Sur C, on définit deux lois de composition interne + et x par :

Y(a,b),(d,b)eC, (a,b)+(d,b):=(a+ad,b+D), (ab)x(d,b):=(ad -bb, ab +adb).
Montrons que C muni de ces opérations est effectivement un corps.

Lemme B.2.2. 'addition de C est associative, commutative, admet pour élément neutre 0 := (0,0)
et tout élément z := (a, b) € C admet pour opposé I'élément —z:= (—a, —b). <

Démonstration. Soientz:=(a,b),z .= (a',b") etz .= (a",b") des éléments de C.

* Montrons que la multiplication est associative :

(z+zZ)+2' =(a+d, b+ b))+ ", b")
=(a+ad +ad' ,b+b +b"
=(a,b)+ @ +ad",b+b")

=z+Z +7").
» Montrons que l'addition est commutative :

z+7 = (a,b)+(d,b)
=(a+ad,b+b)
=(d+ab +b
=(d,b)+(a,b)

=7 +z
* Montrons que 0 est neutre pour I'addition :
0+z=(0,0)+(a,b)=(0+a,0+b)=(a,b) =z

Puisque 'addition est commutative, onaz+0=0+z=z.

* Montrons I'opposé de z:= (a, b) est —z:=(—a,—b) :
z+(-2z) = (a,b)+(—a,—-b) = (a+(-a),b+(-b)) = (0,0) =0.
Puisque I'addition est commutative, on a (-z) +z=2z+ (-z) =0. O

Lemme B.2.3. La multiplication de C est associative, commutative, distributive par rapport a I’ad-
dition et admet pour élément neutre 1:= (1,0). <
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Démonstration. Soient z:= (a, b), z' := (a’,b’) et Z" .= (a”, b") des éléments de C.
* Montrons que la multiplication est associative. On a d'une part :
(zxz)xZ2'=(aa - bb',ab +a'b) x (a",b"
= ((ad'—bbha" - (ab' + a'b)b", (aa' - bV )b" + a" (ab' + a'b))
=(ad'd" - a"bb' — ab'b" - a'bb",ad'b" —bb'b" + ad"b' + a'a"'b).
D’autre part, on a:
Z X (z/ XZ/,) — (a, b) x (ala//_ b/b//y d,b” + a”b,)
_ (a(a/au _ b/b//) _ b(albll+ a"b'), a(a’b” + a”b’) + (a/au _ b/b//)b)
=(ad'a"-ab'b" - d'bb" - a"bb',ad'b" + ad"b' + a'a"b-bb'b").
Les calculs précédents montrent que (zx z') xz" =z x (2 x2"), ce qui prouve 'associativité.
* Montrons que la multiplication est commutative :
zxz = (a,b)x (a',b)
= (aa' - bb',ab’' + a'b)
=(da-b'badb+ab)
=(d',b) x (a,b)
=7 xz.
* Montrons que la multiplication est distributive par rapport a I’addition :
zxZ +Z")Y=(a,b)x(d +ad' b +b")
=(a(d +a"y - b +b"),ab’ +b") + (a' + a")b)
=(ad +aad" —bb' - bb",ab' + ab" + a'b+ a"b)
= (ad - bb',ab’ +d'b) + (aa" - bb",ab" + a"'b)
=(zxz)+@zx2z".
Puisque la multiplication est commutative, on a aussi (z' +z") xz= (z' x z) + (Z" x z).

* Montrons que 1 est neutre pour la multiplication :
1xz=(1,0)%x(a,b)=1a-0b,1b+0a)=(a,b) =z
Puisque la multiplication est commutative,onazx1=1xz=z.

Proposition B.2.4. Uensemble C muni des opérations + et x est un corps.

O

<

Démonstration. D’apres les lemmes B.2.2 et B.2.3, (C,+, x) est un anneau commutatif. Il reste a

montrer que tout élément non nul de C est inversible. Soient z:= (a, b) € C\ {0} et 2’ := (
Montrons que z’ est 'inverse de z :

zxZ =|a

a -b -b a )

a’+b*> —ab+ab
-b ,a +
a? + b? a’l+b?  at+b®: a’+b?

a+b? a’+b?

_a__
a’+b>’

=(1,0)=1.

)

Puisque la multiplication est commutative, on a z' xz = zx z' = 1, donc Z' est l'inverse de z. Par

conséquent, tout élément non nul de C est inversible, donc C est un corps.
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B.3 Sous-corps isomorphe a R

On sait que les nombres réels sont les nombres complexes de partie imaginaire nulle. L'idée est donc
d’identifier les nombres réels aux éléments de C de la forme (a,0) avec a € R. Pour cela, considérons
I'application f: R — C qui a tout réel a associe I'élément (a,0) de C. En utilisant cette application,
on va montrer que f(R) est un sous-corps de C isomorphe a R.

Lemme B.3.1. Lapplication f vérifie :
G f()=1.

(i) Va,beR, f(a+b) = f(a)+ f(b).

(iii) Va,beR, f(axb)=f(a)x f(b).

(iv) f estinjective. <
Remarque B.3.2. Les propriétés (i), (ii) et (iii) signifient que f est un morphisme de corps. <
Démonstration. Soient a,b € R.

@ f1)=@1,0)=1.

(i) f(a+ b) =(a+ b,0) = (a,0)+ (b,0) = f(a)+ f(b).

(iii) f(a) x f(b) =(a,0) x (b,0) = (ab—0,0a+0b) = (ab,0) = f(ax b).

(iv) f(a) = f(b) < (a,0)=(b,0) < a=h. 0

Proposition B.3.3. Lensemble f(R) est un sous-corps de C, isomorphe a R. <

Démonstration. Montrons que f(R) est un sous-corps de (C, +, x).
o Affirmation : f(R) est stable pour l'addition et la multiplication.

Soient a,b € R, alors il existe a,b € R tels que f(a) =aet f(b) =b. Ainsi, ona a+b = f(a) + f(b) =
fla+b)e fR) etaxb = f(a) x f(b) = f(axb) € f(R). Donc f(R) est stable par addition et par
multiplication.

o Affirmation : (f(R), +) est un groupe commutatif.

L'associativité et la commutativité de + sont automatiquement vérifiées dans f(R) car elles le sont
dans C et f(R) est une partie de C. Montrons que 0 € f(R). Puisque f est un morphisme de corps,
ona f(0) = f(0+0) = f(0)+ f(0). En retranchant f(0) a chaque membre, on obtient 0 = f(0) € f(R).
Enfin, montrons que I'opposé d'un élément de f(R) est un élément de f(R). Soit a € R, alors en
utilisant une fois de plus que f est un morphisme de corps, on a 0= f(0) = f(a—a) = f(a) + f(—a),
d’ou f(—a)=—f(a). Ainsi, 'opposé de f(a) est f(—a) € f(R).

o Affirmation : (f(R), +, x) est un anneau commutatif.

On sait déja que (f(R), +) est un groupe commutatif. De plus, la multiplication est associative, mul-
tiplicative et distributive par rapport a I'addition dans f(R), car c’est le cas dans C et f(R) est une
partie de C. Enfin, ona 1€ f(R) car 1 = f(1).

« Affirmation : Tout élément non nul de f (R) est inversible dans f(R).

Soit a € R tel que f(a) # 0. Puisque f est injective, on a a # 0 (le seul antécédent de 0 est 0). Par
conséquent, a est inversible dans R. Montrons que f (a~1) est I'inverse de fla):

flayxfla ) =flaxa™)=f1)=1.
Par conséquent, l'inverse de f(a) est f(a™') € f(R).

Bilan. L'ensemble f(R) est un sous-corps de (C,+, x). De plus, 'application f est un isomorphisme
de corps entre R et f(R), car f est un morphisme de corps injectif d’apres le lemme B.3.1 et f est
surjective sur son image f(R), par définition. O
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Remarque B.3.4. On vient de démontrer dans un cas particulier le résultat général suivant : si K et
L sont des corps et si f: K — L est un morphisme de corps, alors f(K) est un sous-corps de L. <«

Dans la suite, on note R I'ensemble f(R) := {(a,0) : a € R}. Lensemble R est I'ensemble des éléments
de C dont la partie imaginaire est nulle, ce qu'on interpréte comme des nombres réels.

B.4 Unité imaginaire et forme algébrique

Montrons que C contient un élément jouant le role de 'unité imaginaire. Etant donné notre défini-
tion de C, les couples (0,1) et (0,—1) devraient convenir.

Proposition B.4.1. Lélément i:= (0,1) € C vérifie I'égalité i* = —1. <
Remarque B.4.2. On aurait tres bien pu choisir le couple (0,—1) comme définition de i. <

Démonstration. C’est une simple vérification :

i?=(0,1)x (0,1)
=(0x0-1x1),(0x1+1x0))
=(=L0)
=-1. O
Avant d’énoncer le résultat d’existence et d'unicité de la forme algébrique des éléments de C, il faut
voir comment agissent les éléments de R par multiplication. On s’attend a ce que multiplier par

un réel A résulte en la multiplication de la partie réelle et de la partie imaginaire par A, et c’est
effectivement le cas.

Lemme B.4.3. Pour tout (1,0) € R et pour tout (a,b) € C, on a (1,0) x (a, b) = (Aa, Ab). <
Démonstration. Simple vérification : (1,0) x (a,b) = (Aa—0b,Ab+0a) = (Aa,Ab). O
Pour finir, montrons I'existence de la forme algébrique des éléments de C.

Proposition B.4.4. Tout élément de ze C s’écritz=a+ixb aveca,beR. <

Démonstration. Soit z:= (a, b) € C et soient a:= (a,0) € R et b:= (b,0) € R. Alors z s’écrit :

z=1(a,b)
=(a,0)+(0,b)
=(a,0) +(0,1) x (b,0) (lemme B.4.3)
=a+ixb. 0

En combinant les propositions B.2.4, B.3.3, B.4.1 et B.4.4, on a démontré que I'’ensemble C est un
corps répondant a la définition de C.

Théoréeme B.4.5. Lensemble C muni des opérations + et x (cf. définition B.2.1) est un corps qui
vérifie les propriétés suivantes.

(i) C contient un sous-corps R, isomorphe a R.
(ii) 11 existe un élément i€ C tel que i = —1.

(iii) Tout élément de C s’écrit sous la forme a+ix b avec a,b € R.
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